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Introduccidn

@ El objetivo es encontrar la funcidn valor para una politica
dada, en casos donde el ambiente provee informacién
insuficiente o sea de dimensiones grandes.

@ La estrategia es aproximar linealmente la funcién valor
[Sutton and Barto, 2018].

@ Con aproximar linealmente una funcién nos referimos a aplicar
Aproximacién Lineal Estocastica (LSA). En el caso estandar,
el ruido es una diferencia de martingalas; pero con nuestra
estrategia, esto se incumple y ahora el ruido es Markoviano.
[Ramprasad et al., 2022, Liang, 2010]



@ Los métodos de Diferencias temporales (TD), para el caso
on-policy, y de Gradiente de Diferencias Temporales (GTD),
para el caso off-policy, son métodos clasicos de LSA para
hacer evaluacién de politicas bajo nuestra estrategia. Sin
embargo, sus resultados son sesgados
[Sutton and Barto, 2018, Maei, 2011].

o El algoritmo de Online Bootstrap plantea mejorar esto.
Consiste en agregarle a los métodos cldsicos un bootstrap
estadistico, en el que para cada periodo de tiempo se realizan
B iteraciones penalizadas del pardmetro de LSA
[Ramprasad et al., 2022].

@ A partir de estas, se construyen intervalos de confianza para la
funcién valor.



Contribucién

@ Reconstruir el contexto tedrico en el que se construye el
algoritmo de Online Bootstrap y compararlo con el escenario
clasico.

@ Robustecer el andlisis para caso off-policy, usando Diferencias
Temporales con correccién de Gradiente (TDC).

@ Estudiar computacionalmente el desempeiio del Online
Bootstrap respecto a la politica escogida.
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LSA con ruido Markoviano
El algoritmo de Online Bootstrap Inference

Marco General

La Aproximacién Lineal Estocastica (LSA) es un método iterativo
para encontrar las raices de una funcién lineal desconocida f(x), a
partir de unas observaciones g(x¢, 7¢+1), donde el ruido 7¢4+1
perturba las observaciones y se cumple que f(x) = E[g(x,n)]

Figura: Representacién grafica de LSA.
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El algoritmo de Online Bootstrap Inference

Notacionalmente, tomamos
f(xe) = Axe — b, g(xe, ne+1) = Aryixe — bey
donde
("] E, /Z"t S RdXd, E[/Z\'t] - Z
(] 57 Et,Xt S Rd7 E[Et] = E

Y buscamos encontrar x* que soluciona la ecuacién Ax = b
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lteracion de LSA (Robbins Monro)

Formalmente, la actualizacién estd dada por:

Xt+1 = Xt + at—f—l[ANtXt - Bt] (1)

@ x; es el pardmetro de LSA

° /Z\txt — Et es una oPservacién con [uido de Ax; — b, donde el
ruido {er11} = {(Ar+1 — A)xt — (brr1 — b)} es una diferencia
de martingalas

@ «ayy1 es un escalar positivo (step-size function en la literatura)
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Teoria asintdtica para LSA

Teorema 1 (Convergencia casi siempre del algoritmo de Robbins
Monro)

Q Seaery1 = (Ary1 — A)xe — (bey1 — b), donde {e;} ;>0 es una
sucesion de diferencia de martingalas; es decir,
Elet+1|Ft] = 0, donde F; es el conjunto de informacicn.

@ La sucesion {5t+1xt — 5t+1}t20 € L? con
E[||Arr1xc — bes1||?|Fe] < K(1+ ||xc||?) c.s para algin K > 0

Q> Zoar=00y Z?ioa%<00

Q La sucesion {x:}+>0 estd acotada, supy>o||xt||2 < oo

entonces limi_soo Xt = X* C.5
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Teoria asintdtica para LSA

Teorema 2 (Normalidad asintética de Robbins Monro)

Suponga que las condiciones 1-4 del teorema 1 valen. Ademas que
o Q= limi_ o E[ere]]
e A es una matriz Hurwitz, es decir que todos sus valores
propios tiene parte real estrictamente negativa.

entonces
Vil —x*) S NO,A QAT

Corolario 3 (Polyak-Ruppert)

La convergencia casi siempre y la normalidad asintotica también
. ., . ] — 1t )
valen para la iteracion del estimador promediado X; = 3 > i_; X;.
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Construccién de LSA con ruido Markoviano

Definicién 4 (Cadena de Markov)

Una cadena de Markov es un proceso estocastico discreto
{Xt} = {X17X2> 7} tal que

IP)[)<t—|—1’)<t] = P[Xt—i-l’Xla 9000 Xf]

Su kernel de transicién P es una matriz con las probabilidades de
transicién de un evento a otro.

€

Teorema 5

Una cadena ergddica de Markov tiene distribucion limite u, que es
tnica y es igual a su distribucion estacionaria.

.
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Definicién 6 (LSA con ruido markoviano)

Sea {A(X:), b(X¢)}¢>1 una secuencia de observaciones, donde
{X:} es una cadena ergddica de Markov con espacio de estados X
y distribucién estacionaria y. Ademas A : X — R9*9 p: x — R
y E,[A(Xe+1)] = A, E,[b(Xe+1)] = b. Entonces la actualizacién
dada por

Xt+1 = Xt + Oét+1(A(Xt+1)Xt - b(Xt+1)) (2)

corresponde al algoritmo de LSA con ruido Markoviano, donde
x € RY es el pardmetro de LSA y {at}e>1 es una sucesion de
pasos decrecientes, dada por a; = 3 para algiin ag > 0,7 € (%, 1)

v
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Teoria asintdtica para LSA con ruido Markoviano

@ Ahora, €141 = (A(Xe+1) — A)xe — (b(Xex1) — b) y no se
puede garantizar que sea una diferencia de martingalas

@ Pero podemos escribir ¢; = e; + v+ + (;, donde e; es la
diferencia de martingalas de LSA en el caso general, v y (;
son términos residuales decrecientes [Liang, 2010].

@ Si para la definicién 6, ademas se tiene que A es de rango
completo, Hurwitz y que existen Apax, bmax tales que

SUPXEX"A(X)"F < Amax, SUPXGXHE(X)HQ < bmax,
entonces:
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Proposicion 1

La convergencia casi siempre y la normalidad asintdtica valen para
la estimacién de LSA con ruido Markoviano, en particular,

Vi(xe —x*) 5 N0,A QA HT) donde Q = lim_ooElere] ]

@ Aln asi, en la practica no podemos obtener valores para cada
componente de ¢; = @ es desconocido.

@ Una alternativa es usar el algoritmo de Online Bootstrap
Inference. [Ramprasad et al., 2022]
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El algoritmo de Online Bootstrap Inference

@ Su aporte es adicionar una iteracién perturbada paralela a de
la iteracién promedio de LSA:

201 = 8+ et W1 (A(Xer1)R® — B(Xe41))

t+1 — t+ 1 pa 1

donde Wtb son variables aleatorias acotadas i.i.d con media y
varianza 1.

o ;La razén? se puede mostrar que
ViE(Re — %) = N(O,ATQA1T), t = oo (Teo. 4.2
[Ramprasad et al., 2022]) ... {Es la misma de /t(x; — x*)!

@ Podemos aproximar la distribucién de \/t(%; — X;) con B
muestras bootstraps de X — X; para cada t, es decir (3).
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Codificacion del algoritmo Online Bootstrap

Algoritmo 1 Online Bootstrap Inference

Input: Nuimero de muestras bootstrap B, ag,n € (%, )y
estimadores iniciales xo = %8, b=1,..., B
fort=0,1,2,... do
Observar A(Xt+1), E(XH.l)
Computar apy1 = ap(t +1)77 B
Actualizar x¢4+1 < xt + ar41(A(Xer1))xe — b(Xet1))
Actualizar X¢41 I—H(t Xt + Xt41)
for b=1,2,...,B do
Actualizar %P, ; + %P + arya WP (A(Xe1)%8 — B(Xe41))
A . —=b 1 —=b ob
ctualizar %, 1 < 5 (t % +%24)
end for
end for
Output Estimadores bootstrap {§f+1}b3:1



Ana María Patrón�



Evaluacién de politicas RL usando LSA

e aplicado a RL

© Evaluacién de politicas en Aprendizaje
Reforzado (RL) usando LSA
@ Métodos clasicos
@ El algoritmo de Online Bootstrap Inference aplicado a RL


Ana María Patrón�



odos clasicos

Evaluacidn de politicas RL usando LSA goritmo de Online Bootstrap Infe e aplicado a RL

Evaluaciéon de politicas en RL

@ Durantecada t =1,2,.. un

agente se encuentra en un
estado s;.

state reward action

S| |& A, @ Toma una accidn ay, de las

L
[ S disponibles para ese s;.

. _ @ Dependiendo de la
Figura: Figura tomada de configuracién del ambiente,
[Sutton and Barto, 2018] .
recibe una recompensa ryy1
y llega a un estado s;41.




Métodos cldsicos

Evaluacién de politicas RL usando LSA .
vajuacion politt usan | algoritmo de Online Bootstrap Inference aplicado a RL

MDP y MRP

e Un Proceso de Decisiéon de Markov (MDP) es formalizar
el ambiente de RL. Se denota M = (S, A, P,R,~) donde
S, A son los espacios de estados y acciones, respectivamente;
P es el kernel de transicién y R la funcién de recompensas.

@ Una politica m es un vector de probabilidades que para cada
s¢, determina las probabilidades de tomar cada una de las
acciones a; disponibles.

@ Un MDP junto con una politica 7 inducen un Proceso de
Recompensa de Markov (MRP), que se denota
M™ = (M, ).



sicos

Evaluacidn de politicas RL usando LSA de Online Bootstrap Inference aplicado a RL

Funcidon valor

La funcidn valor asociada a 7 es la suma descontada de
recompensas esperadas partiendo de s y siguiendo 7:

E[Z V'R (st)|so = s,7], s€S

= 73”(5) + P (s)V7(s)
= TV7"(s) (Ecuacién de Bellman)
donde P7(s), R™(s) son matrices calculables. Como TV7”(s) es

una contraccién, por teorema de punto fijo de Banach V7 (s) es la
solucién dnica. Asi:

VT(s) = (I—vP(s)") " "R(s)". (4)



Métodos clasicos

Evaluacién de politicas RL usando LSA .
vajuacion politt usan El algoritmo de Online Bootstrap Inference aplicado a RL

Un obstaculo

@ En RL, es comin que haya incertidumbre, eso implica
desconocer P7.

@ AUn si hubiese certidumbre, las dimensiones del ambiente
pueden ser grandes y asi las dimensiones de PToR™
= jNo se puede usar la ecuacién de Bellman!

@ Una alternativa es aproximar linealmente la funcién valor
como Vy(s) = ¢(s) 76, donde 6 € R es el pardmetro de LSA
y ¢(s)" = [¢1, ..., pg]con ¢; : S — R features (o funciones
base)

e Cuando se aplica LSA a RL con esa aproximacién de V/(s) el
ruido de LSA es Markoviano. Aca {X;} = {(s¢, re+1, Se+1) e>o0-
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Métodos clasicos de LSA aplicados a RL

|.Diferencias Temporales (TD)-On policy
La actualizaciéon de la funcién valor esta dada por:

Vivi(st) = Vi(se) + ae[Vi(st) — v Vi(se+1) — reqal- (5)

Aplicando nuestra aproximacién lineal de la funcién valor (5) es
equivalente a:

Orr1 = 0r + ae1[B(se)(D(se) — 70(5e51)) " O¢ — res1db(se)]. (6)
~———

A(X) b(X:)

Que es la iteracidon de LSA con:

o A(Xe) = d(se)((st) = 19(st41)) Ty B(Xe) = rer19(st)-
° E = E, [AX)] =0 =(/ —yP™)d y

b= E, [b(X:)] = ®T=r", donde s, es la distribucién
estacionaria de {X;} bajo la politica 7.
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Problemas de TD en el escenario off-policy

Ahora:

@ En el caso on-policy, las observaciones se generan con la
misma politica 7 a evaluar.

@ Pero en el caso off-policy, las observaciones se generan con
una politica 72(behavior policy) distinta a la evaluar (target

policy).
Los problemas:
@ TD no es un gradiente = inestabilidad.
@ Hay una desconexién, w? puede seleccionar acciones que 7
nunca tomaria = inestabilidad.
Solucién:

e Métodos de Gradiente de Diferencia Temporales (GTD):
GTD1, GTD2 y TDC [Maei, 2011].
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Evaluacién de politicas RL usando LSA

[I.Gradiente de Diferencias Temporales (GTD)-Off policy.
A. Derivacién: usando gradiente descentente,

@ GTD1 minimiza la norma esperada de la actualizacién de TD:
NEU(0) = E, = [6:(0)o(st)] TIEM [0:(0)p(st)]

donde 6.(0) = rev1+ 0] ¢(se+1) — 0] #(st) es el error de TD.

e GTD2 y TDC minimizan el error cuadratico medio de Bellman
projectado:

MSBPE(0) = || Vs — NTV;||2

donde I1 es el operador de proyeccién, = matriz cuyos
elementos en la diagonal son las entradas de u™.
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Evaluacién de politicas RL usando LSA

@ Al calcular el gradiente, se obtienen productos de valores
esperados no necesariamente independientes = se incluye una
actualizacién auxiliar enlazada.

m(at|st)

@ Se incluye un ratio de Important Sampling p; = (at]s))

corregir la discrepancia entre 7, 7°.

para

@ Formalmente, tome

Ae = peor(se)(B(se) — 70(st41)) Ty be = peres1d(se)

como estimadores insesgados de A= &T=(/ —yP™)d y
b= ®T=r", respectivamente; entonces los algoritmos GTD se
escriben como:
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Evaluacién de politicas RL usando LSA

GTD1:
Y+l = Yt + arq1[be + AeBr — Iy (7)
Orr1 =0¢ + Oét+1AtT}/t
GTD2:
Vi1 = Ye + aeqa|be + Al — ¢(5t)TYt¢(5t)] (8)
Orp1 = 0: + Olt—i—lAt-r}/t
TDC:

Ye+r1 = Y + Aeaey1[br + Ay — ¢(5t)TYt¢(5t)]
Or41 =0 + arr1[be + Al — 'th¢(5t+1)¢(5t)Tyt]
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Evaluacién de politicas RL usando LSA

B.Compactificando como problema de LSA:
GTD1ly GTD2:

~ 0 —-Al > 0 0
Ar = t by = Or=|Ff 10
St IS M P
donde M; = Iy para GTD1 y M; = ¢(s:)¢" (s;) para GTD2.
TDC:

O A¢ (PMt—At)T T by o 0¢
Ar = |:)\tAt At My be = Atby O = Yt

(11)

donde M; = ¢(s:)¢ 7 (st), A+ proxy empirica de A > 0, donde \ es
tal que es mayor al negativo del minimo valor propio de la matriz
((DT q))fl (A+AT)

. .
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Algoritmicamente

Para un estado particular s; V5 (s) = ¢ (s)0:, donde 0; se obtiene

de:

Algoritmo 2 Método clasico

Input: ag,n € (%, 1) y estimador inicial 6
for t =0,1,2,... do
Observar A(X;11), b(X¢11)
Computar a;y1 = ap(t+1)7"
Actualizar ;41 < 0; + ey 1(A(Xes1)0: — b(Xes1))
Actualizar 0;11 < ﬁ(t O + 0¢1+1)
end for
Output Estimador 0;,1
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Algoritmo de Online Boostratp aplicado a RL

1. Inicialmente, de la parte I, del algoritmo Online Bootstrap

obtenfamos {#,,}5_,
2. Ajustando el algoritmo a nuestro escenario de RL, para cada s
tenemos que V5 (s) = &7 (s)0;. Asi, ahora construimos

Vi (v) = / _ Valu(@)

3. Definimos los bootstraps de valores estimados como

B
{Veﬂb) - v;:} (12)

b=1
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Evaluacién de politicas RL usando LSA

4. Construimos intervalos de confianza.

° lCcuantiI(Vg;(V)) = [Vg;(l/) + ag, Véi(l/) + ql—%]-
donde g, es el a—ésimo cuantil de la distribucién (12).

o ICse(V5(v)) = V5 (v) + 246, VF (v) + z1-55],
donde z hace referencia a la distribucién normal y

& = /%, 52 es la varianza de (12).
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Experimentos

Experimentos

@ Evaluamos el desempefio del Online Bootstrap respecto al
método clasico y su sensibilidad respecto a a la politica
evaluada.

o El cédigo que se emplea es principalmente construido por
[Ramprasad et al., 2022]. Adaptamos este para el caso con
TDC y para variaciones en la politica.

@ Los intervalos de confianza son al 95%; B = 200,
77—3,90—0 Ademds, W; ~ U[1 — 3’1+\[]

@ Analizamos un caso on-policy y otro off-policy.
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On policy

@ Se usa el ambiente FrozenLake de OpenAl gym para generar
el MDP.

@ Hay 64 estados, cada estado es una cuadricula de una grilla
8 x 8; el espacio de acciones es
A = {izquierda, derecha, arriba, abajo}.

o El objetivo es llegar al dltimo estado (casilla con coordenadas
8 x 8).

@ La recompensa es 1 en el (ltimo estado y O de lo contrario.

@ La politica 7, con la que se generan las observaciones, es una
Q-politica e—greedy con € = 0,2; y entre mayor sea €, hay mas
aleatoriedad.
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Online Bootstrap vs Método cldsico
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Sensibilidad frente a la politica
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Off policy

Simulador del manejo de la sepsis (Oberst y Sontag, 2019).

Este simula 4 signos del paciente: frecuencia cardiaca, presién
sanguinea, concentracién de oxigeno y niveles de glucosa.

Hay 720 estados. Hay 8 acciones, que son las combinaciones
de tratamientos posibles.

La recompensa es 1 si el paciente es dado de alta, -1 si muere
y 0 en cualquier otro caso.

7 es 6ptima bajo Q-learning y w? es una Q-politica e—greedy
con € = 0,05.
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Politica e-greedy vs alteatoria: GTD1

Estimacion del error (NEU)

Estimacion del error (NEU), politica aleatoria
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Politica e-greedy vs alteatoria: GTD2

Estimaci6n del error (MSPBE)
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Politica e-greedy vs alteatoria: TDC

Estimacion del error (MSPBE) Online Bootstrap usando TDC
—a
0.0445 — s
0,034
0.0440
0032
o
L, 0.0435 g
& 3 00301
& E
= =
0.0430 £
< 0.0281
0.0425
0,026
0.0420
0,024
2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000
Nimero de episodios Nimero de episodios
Estimacion del error (MSPBE), politica aleatoria 45 ©Online Bootstrap usando TDC, politica aleatoria

—Q
— SE
40

0.28- 0

5

MSPBE
o o
S o
5 b3
Amplitud del IC
NN oW W
S &

15

10

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000

Niimern de enicadine. Nimera de enicadine.



Experimentos

Conclusiones

@ El Online Bootstrap tiene una motivacién clara. Esta es la
necesidad de evaluar politicas usando una estrategia
conveniente y ficilmente implementable (en nuestro caso es
aproximar linealmente la funcién valor), pero penalizando el
ruido subyacente que distorsiona los resultados.

@ El Online Bootstrap permite garantizar que la funcién valor
verdadera estard dentro de un intervalo siempre. Aunque, TD
tiene un comportamiento aceptable, su estimacién no siempre
€s precisa.
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@ El comportamiento de los métodos GTD es muy parecido. El
que mejor se comporta es GTD2, le sigue TDC y por dltimo
GTD1. Es probable que estos efectos se deban a la funcién
objetivo que estdn minimizando.

o El algoritmo de Online Bootstrap es sensible ante cambios en
la politica evaluada. Aunque la convergencia se da, esta es
mas lenta y el tiempo computacional requerido es mayor.
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