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Abstract

El insumo principal para la construccién de portafolios tipo Markowitz es la distribucion
de los retornos de los activos financieros que usualmente se asume normal. La literatura ha de-
mostrado que la incidencia de eventos extremos es mas comun de lo que predice la distribucién
gaussiana. En consecuencia, este articulo tiene como objetivo analizar la inclusién de saltos
de Poisson que ha demostrado ser de utilidad en el terreno de la valoracién de derivados fi-
nancieros. En primer lugar, se encuentra la ecuacion estocdstica para el valor del portafolio
partiendo de las distribuciones de los retornos de sus componentes. A partir de lo anterior,
usando datos del mercado norteamericano durante el periodo 1996-2021, se comprueba que:
(i) estadisticamente la nueva distribucion resulta mas adecuada para modelar los retornos y (ii)
se obtienen beneficios en la optimizacion de portafolios bajo diversos objetivos.
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1 Introduccion

Los mercados financieros alrededor del mundo han visto una gran expansion desde inicios del siglo
pasado. Particularmente, los mercados accionarios han demostrado ser un vehiculo de inversion
para objetivos que van desde la generacion de capital hasta una alternativa de retiro. Buscando una
menor exposicion al riesgo idiosincratico de ciertos activos, los administradores de portafolios han
recurrido a la diversificacion. Tipicamente el enfoque escogido para lograr este cometido sigue
la idea planteada por Markowitz (1952), asumiendo retornos con distribucion normal resuelve un
problema de optimizacién de media - varianza para el portafolio. Sin embargo, un hecho estilizado
ampliamente documentado es que estos retornos se alejan de una distribucién gaussiana, lo que
lleva a problemas de implementacion como los altos errores de estimacidon que llevan a grandes
disparidades entre las estimaciones ex-ante y los resultados ex-post.

Un hecho documentado es el de leptokurtosis donde los eventos extremos ocurren con mayor
frecuencia llevando a colas més pesadas que las documentadas por la distribucién gaussiana. Par-
tiendo del hecho descrito anteriormente, surge la pregunta: ;existe alguna forma de introducir el
fendmeno de leptokurtosis en la construccion de portafolios? La literatura ha respondido con en-
foques como la introduccién de copulas, el uso de distribuciones elipticas mas generales que la
normal, mejora en los estimadores, optimizacion robusta, entre otras.

Siguiendo la misma linea de pensamiento, este trabajo busca aportar introduciendo una distribucion
usada en la valoracion de derivados, que posee un componente continuo gaussiano y otro discreto,
fendmeno que resulta bastante intuitivo: cuando el precio no sigue una senda “normal” se observan
saltos discretos en el precio, ya sea por efectos como la intervencion de un agente con poder de
mercado o la aparicién de una noticia que afecta el precio en el corto plazo. Al disefiar portafo-
lios bajo este enfoque se espera obtener ventajas respecto al modelo gaussiano como: una mejor
identificacion de riesgos y mayor precision al modelar.

El estudio encuentra que utilizar la distribucion con saltos afiade mayor exactitud de modelamiento
de los retornos y en consecuencia, se obtienen mejorias en el disefio de portafolios. El docu-
mento estd organizado de la siguiente manera: en primer lugar se presenta la revision de literatura,
seguido del marco tedrico donde se desarrollan todos los conceptos necesarios para realizar la im-
plementacion con datos del mercado norteameicano. Posteriormente se hace una breve descripcion
de los datos y metodologia utilizada. Finalmente, se presentan los resultados y las conclusiones.

2 Reyvision de literatura

La literatura sobre teoria del portafolio inicia con Markowitz en 1952 en donde se plantea por
primera vez la idea de diversificacion entre activos financieros. En este trabajo se explota la cor-
relacion entre activos para encontrar una frontera eficiente donde un agente puede establecer los
pesos a asignar en el portafolio dada su aversion al riesgo. Su introduccién generé un marco
general sobre el cual trabajar en afios posteriores: algunos autores se centraron en los problemas
practicos que implicaba esta teorfa mientras que otros desarrollaron otros enfoques.



Entre los problemas practicos que se encontraron el més notable quizas fue la correcta estimacion
de los parametros tales como la matriz varianza-covarianza o el vector de retornos de los activos,
como bien se documenta en Ledoit & Wolf (2003). Los autores de este documento lograron una
mejora considerable en la estimacion de la matriz var-cov, logrando una aproximacién bastante
apropiada bajo el método estadistico conocido como shrinkage, en donde se anade sesgo al esti-
mador para reducir su varianza, método que resultd bastante exitoso en la practica. De manera
reciente Lopez de Prado (2020) establecié un método mas apropiado para eliminar el ruido de la
matriz var-cov conocido como denoising, donde basdndose en la distribucién Marchenko-Pastur
se corrigen los valores propios de la matriz. Este método ha demostrado ser efectivo para retornos
que se suponen normales.

Por otro lado, la literatura documenté el fenémeno de leptokurtosis que presentaban los retornos
financieros, hecho que puso en duda la utilidad de la distribucion gaussiana como pilar de la teoria
del portafolio y de la férmula de Black-Scholes. En la valoracién de opciones, Merton (1976)
aflade los saltos de Poisson (con amplitud de salto uniforme), para corregir este fenémeno. Pos-
teriormente la literatura se enfocaria en estudiar la forma més precisa de modelar la amplitud de
estos saltos. Synowiec (2008) logra demostrar, mediante una serie de pruebas estadisticas, que el
modelo doblemente exponencial resulta ser el méds adecuado para modelar los retornos en merca-
dos de divisas. Por otro lado, Hanson & Westman (2003) trabajan aplicaciones en optimizacion
de portafolios del modelo planteado por Merton bajo enfoques dindmicos, con un activo libre de
riesgo y otro riesgoso, para maximizar la utilidad esperada (descontada a valor presente) de la
riqueza final de un agente en un periodo de tiempo. Este trabajo no logré identificar investiga-
ciones adicionales en la linea de incluir saltos para optimizar portafolios.

Finalmente, cabe resaltar que el enfoque planteado inicialmente por Markowitz, donde la varianza
se usa como medida de riesgo fue descartada y de esta critica nacieron otro enfoques entre los
cuales se puede resaltar la rama conocida como Post-Modern Portfolio Theory (PMPT). Varios
autores redefinieron el riesgo y se utilizaron medidas mas apropiadas como el VaR o el CVaR
como es el caso de Krokhmal et al. (2001) para construir una frontera eficiente. El enfoque del
PMPT redefine el riesgo como la dispersién por debajo de un nivel deseado de retorno, desarrollada
principalmente por Frank Sortino a quien se le atribuye el Sortino Ratio, una medida que corrige
al Sharpe Ratio por la definicién de riesgo como bien indica Mazhar & Srivastava (2018). La
inclusién de distribuciones mds apropiadas que la normal resulta imprecindible para el éxito de
estos enfoques.

3 Marco tedrico

La teoria moderna del portafolio y sus refinamientos se refieren a la teoria de inversion que le per-
mite a un inversionista maximizar el retorno esperado para cierto nivel de riesgo. Es una formal-
izacién de la diversificacion, donde el uso de varios activos resulta menos riesgoso que enfocarse
solamente en uno. En el proceso de seleccion de un portafolio se pueden identificar dos etapas:
la primera consiste en la estimacion de parametros de los activos con los que se va a construir
el portafolio (conocidos como creencias o beliefs) y la segunda se enfoca en el modo en que se



asignan pesos a estos activos. Esta ultima se encarga de definir un objetivo de optimizacién como
una funcién de utilidad o una medida de riesgo, y de encontrar la forma de resolverlo.

Este estudio se enfoca en los beliefs, es decir los inputs con los que se calculan los portafolios.
Las soluciones que brinda la optimizacion de portafolios serdn eficientes siempre y cuando los
beliefs sean correctos. Mediante la introduccion del proceso compuesto de Poisson, que modela
saltos discontinuos en el precio, se pretende refinar los beliefs sobre los retornos de los activos y
en consecuencia obtener mejores resultados que los alcanzados bajo un enfoque gaussiano.

En esta seccion se describen todos los aspectos tedricos que se utilizaran en el estudio. En primer
lugar, se desarrollan las ecuaciones que describirdn el proceso estocastico que sigue el retorno
logaritmico para una accién y luego para un portafolio de renta variable, y posteriormente se mues-
tran las distribuciones del retorno logaritmico tanto para el caso de una sola accién como para el
portafolio entero. Finalmente, se describirdn las pruebas de ajuste estadistico que se usardn en la
seccion empirica y los problemas de optimizacién a abordar, con sus respectivas formulaciones y
restricciones.

3.1 Ecuaciones estocasticas

Los precios de los activos pueden ser identificados mediante procesos estocésticos: sucesiones de
variables aleatorias que se definen en funcién del tiempo, donde cada una presenta una distribucién
de probabilidad propia. En esta seccion se introducirdn los procesos a usar, la ecuacién para el caso
de un solo activo de renta variable y el desarrollo para inferir la ecuacion de un portafolio.

3.1.1 Definiciones preliminares

Los procesos estocdsticos a usar a lo largo del trabajo son el movimiento browniano y el proceso
compuesto de Poisson. Venegas (2008) define el movimiento browniano, también conocido como
proceso de Wiener, como una familia de variables aleatorias denotada por {W,},-o que cumple las
siguientes condiciones:

(i) Wy = 0 casi seguramente en todas partes, es decir, el proceso empieza en ¢t = 0 con probabil-
idad 1.

(if) Para cualquier par de tiempos 0 < s legt los incrementos W, — W, siguen una distribucién
normal con media 0 y varianza ¢ — s.

(iii) Estos incrementos son independientes estocasticamente entre si para el conjunto de tiempos
0<t1<h<..<t,.

Este modelo se ha usado extensamente para modelar los retornos de los activos financieros, partic-
ularmente en el contexto de valoracion de derivados.

En segundo lugar, el proceso compuesto de Poisson se compone de una proceso simple de Poisson

y una variable aleatoria subyacente. EI primero es un proceso de conteo: busca contabilizar el
nimero de veces que se repite un proceso aleatorio como la llegada de un cliente a una tienda.
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Usualmente este se denota por N, con tasa 4. Al igual que el proceso de Wiener cumple una serie
de condiciones:

(i) Ny =0.
(it) Si s < t, entonces N, < N,.

(iii) Las probabilidades de que se presente un salto se describen por:

P{Nita: — N; = 1} = Adt + o(dt)

P{NH'dT - Nl = O} = 1 - /ldt + O(dt) N
donde o(dt)/dt — O sidt — 0.

(iv) Los incrementos son estocasticamente independientes para el conjunto de tiempos 0 < #; <
h <..<t,.

Ahora, el proceso compuesto de Poisson con tasa A y variable aleatoria subyacente D; denotado
por Y, cont > Oes:

donde N, es un proceso simple de Poisson y D; son variables iid, independientes de N,.

3.1.2 Precio de una accion

Habiendo definido ambos procesos se puede caracterizar el proceso que sigue el precio de una
accion por:

ds

t
donde §; es el precio del activo en el momento ¢, i es la media o drift del retorno del activo, o la
volatilidad, dW,; es una representacion conventiente del movimiento browniano (senda normal), J
es la variable aleatoria subyacente que representa la amplitud de un salto y dN, es un proceso de
Poisson, donde los dos dltimos componen el proceso compuesto de Poisson (Venegas, 2008).

3.1.3 Ecuacion para un portafolio con saltos no correlacionados

Ahora se construird la ecuacion estocdstica que definird a un portafolio de M acciones. El valor
del portafolio se denotara por V,. La dindmica de sus precios estd dada por:
ds'

F = /.lidf + O',thl + JldNtl , (D
t



parai = 1,2,.., M, donde y; representa el drift de la accion i, o; representa la volatilidad y J;
amplitud de un salto aleatorio. W! es un proceso browniano, N/ es un proceso de Poisson con
tasa A;. Se supondrd que los procesos brownianos entre acciones poseen correlacion, es decir
dw! thj = p;jdt donde claramente si i = j p; = 1. Ahora, los procesos J;, dN} no poseerdn
correlacion entre ellos ni con los otros procesos; es decir dN' d Wtj = 0 para todo i,j y dN! dth =0
para i # j. Finalmente, se supone que la correlacion entre la amplitud de los saltos es O.

De este modo se puede establecer que la inversion del portafolio en un activo i tendrd un peso w;,
por lo tanto la inversion en este activo serd w;V, y luego el cambio total en el valor del portafolio
se puede escribir como:

i

dv, = Z Wi thS ,

que, reescrito toma la forma:

dv,=YV,

M M M
(Z /.l[W,'J dt + (Z O',W,dW[l) + (Z W,J,dN;ﬂ .
i=1 i=1

i=1
En primer lugar, nétese que la suma de los movimientos brownianos puede ser resumido como un

solo movimiento browniano, pues es una suma de variables normales correlacionadas de modo que
tienen esperanza cero y varianza:

M M M M M
Var [Z o-,-w,-th’} = Z Z wiw joio dWidW/ = [Z Z WiW ;0700 j] dt ,

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

que puede ser escrito en forma cuadritica como (W Xw)dt donde W es el vector de pesos y X es
la matriz varianza - covarianza que captura las relaciones entre las volatilidades. Finalmente:

M
D owidW = VWTIW dW, .
i=1

De igual modo para el drift se puede escribir:

—>T—>
,u,w, =w .

Luego el valor del portafolio se puede reescribir como:

M
dv, = V,|(WT )dt + VWTEZW dW, + [Z wiJide)] : )
i=1
Ahora, siguiendo a Privault (2018), se aplica el lema de It6 a (1):
o df df i 0% 2 df ‘
df(S)) = w; S ——dt F——dW' —dt _))dN; 3
FSD = 81 Gqydi + 018, S d Wi+ S, is7 +(fsH-rs)anNt, 3



de modo que aplicando f = In(S'):

2
d[in(sh] = (ui - %)dl f o dWi + QidN'

con Q; = In(1+J;). De manera andloga se puede aplicar el lema de It6 al portafolio para f = In(V,)
teniendo en cuenta que hay multiples procesos de Poisson involucrados:

M
dt + NWIZWaW, + " [In(V,- + Vewidy) = In(V)ldN], - (4)

i=1

d[In(V)] = (v‘v’Tﬁ -

WTZW)

2

donde el término que contiene a los procesos de Poisson se puede tratar:

M M

DUV + Vewidy) = In(V, )] dN; = i [in(1 +wiJ)]dN; = " [in (1 + (e% = 1) wi)| aN;
=1

i=1 i i=1

Abhora, se utilizard una aproximacion de Taylor de primer orden usando la funcion g(Q;) = In (1 + (eQ" - 1) wi)
centradaen Q; = 0:

w; €Qi

8(0) ~ 80 + £ 00 = | {7

] Qi = w0,
0i=0
de modo que el proceso estocastico para f = [n(V,) se puede resumir como:

—T — —)TZ—) — — % i
dlIin(V)] ~ (wT,u Y : W)dr+ VRTEW dW, + | wiQudN;. (5)
i=1
que, resumiendo los procesos de Poisson en forma vectorial:
ST — WTZV_V) Srw— >T (R 7
d[In(V)l = |w' 1 — dt + NVwIZwdW, + w (Q o dN,) , 6)

donde el operador O representa el producto Hadamard, é y d]T/: son vectores tales que: 5 =
[Qla QZ’ ceey QM]’ dNt = rdNtla dN;2’ eeey dN;W]

Integrando el proceso (6) entre (¢, + At) (con At pequefio) se tiene que:

DT>
wliTw

AlIn(V))] = (WTﬁ - )At + VWTEW AW, + w7 (@’ o A]V:) : (7)

N
Resulta til aproximar los procesos N, por la distribucién binomial con un solo experimento
@ernoulli), que posee media A Ar donde A representa el vector de tasas de los procesos de Poisson
A =[44, Az, ..., Ay]. De este modo se pueden hallar expresiones para el valor esperado del proceso

N:
wizTw

2

E[A(nV)] = (VV’T,T - )At + W (E[Q]0 1)At,
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y de manera similar la varianza:

Var[A(InV))] = (WTZW) At + Var [WT (é o Aﬁ:)]
= (W" [ + diag (1 o (EL0%] - E*[0] 0 1Ar))| W) At

donde diag(x) se refiere a una matriz diagonal conteniendo el vector x. Nétese que a la matriz
var-cov X que estd caracterizada por distribuciones normales se le estd sumando una diagonal,
un proceso parecido al shrinkage que se suele usar para corregir las matrices var-cov (Ledoit &
Wolf,2004). Si se introducen correlaciones entre los saltos se puede incluir una matriz varianza -
covarianza A similar a X que las incluya:

Var[A(InV)] = (VV’T [+ A] W) At .

Esta matriz puede ser calculada como
A=Ciof[To(E1G1- E1G10 Anv)]|[T o (E1C°1 - 181 o Aar)]'}

donde C, es la matriz de correlaciones de eventos extremos. Segun Synowiec (2008), el proceso
Q; se puede identificar por un modelo doblemente exponencial, que ha demostrado ser bastante
adecuado para modelar la amplitud de saltos:

fi(sprt,n) = prte ™ i) (x) + g€ 1w 0)(x) (8)

3.2 Distribucion de los retornos logaritmicos

En esta seccion se describirdn las formulas que caracterizan las distribuciones de los retornos
logaritmicos tanto para el caso de un solo activo como para un portafolio, basdndose en lo desar-
rollado en la seccion anterior.

3.2.1 Caso para un solo activo

Si se tiene un solo activo donde su precio es S, para el momento ¢ > 0 su correspondiente proceso
estocdstico es:

2
AlIn(S )] = (,1 - %) At + o AW, + QAN, 9)

donde Q posee una distribucién doblemente exponencial descrita en (8); entonces para tiempos
muy pequeios el proceso AN, se puede aproximar por una distribucion binomial (se da un salto o
no). Luego la distribucién seria:

Sames,y = (1 = AAD) fx + Afxio At



2
.. ., (o .. .,
donde fx es una distribucién normal para X := (u — > At + o AW, y fxso es la distribucion

cuando se le suma el salto. Synowiec (2008) muestra que esta distribucion es equivalente a:

1= AAs (x—(u—§)At]

fAln(S,)(x) =

¥
o VAt o VAt

2

+ ANt [pn+eé,l+20-2 Ate—(x—(ﬂ—%)At)n+ o

x— (,u - %) At — 7 o? At]] (10)

o VAt
—(,u— %)At+7]‘0'2At
o VAt ’

donde ¢ es la densidad de la distribucion y @ es la funcidn de distribucion acumulada de una
normal estdndar.

+ A At [q;f&ﬂzcrz Afe("‘("‘ﬁ)m)”_ ® o

3.2.2 Caso para un portafolio con saltos no correlacionados

Para un portafolio se puede demostrar que su ecuacion es:

At At
Samwy = (1 - Ay M)fx + Av fx+o u’ (1)

con Ay = 2™ 1,401 1a tasa del proceso de Poisson del portafolio, con X := (WTﬁ - @)

) ty varianza W/ Zw t,

t+
=>7—>  wWIsw

VWTZW W, la cual sigue una distribucién normal con media (w o 5
y es independiente de Q, con distribucion:

+ —

M
/li 77i 77,'
Jo(x) = Z E fi (X; Di> ;, ;) 1,201 5

i=1 Lo

donde f; es la distribucion doblemente exponencial de cada activo. De la ecuacion (11) se puede ver
que la ecuacion de un portafolio se puede caracterizar por la suma de un variable normal y un pro-
ceso compuesto de Poisson ajustado al tiempo At/M pues ahora la frecuencia de saltos es mucho
mads alta. Para utilizar esta distribucion en la prictica se puede utilizar una aproximacién mediante
la distribucion binomial donde se debe cumplir la condicion A At/M < 1. La demostracion se
encuentra en el apéndice.

3.3 Pruebas de ajuste estadistico

Para corroborar que una serie de datos se ajusta a una distribucién de probabilidad se pueden
utilizar los estadisticos de Anderson-Darling y el estadistico Cramer von-Mises, cada uno con la
hipotesis nula de que la distribucion empirica es estadisticamente igual a la distribucion paramétrica
propuesta.

Ambos estadisticos se basan en la distancia entre la funcién acumulada empirica F, y la funcién a
probar F:



nfoo (Fa(x) = F(x))* w(x) dF(x) ,

donde w(x) es la funcién que pesa la observacion. En el caso Anderson-Darling se tiene w(x) =
[F(x)(1 — F(x))]"' mientras que para el estadistico Cramer von-Mises se tiene que w(x) = 1,
dandole menos importancia a las observaciones en las colas en comparacion con el primero. En el
contexto de este trabajo, es mds conveniente atender la situacion de las colas y por ello resulta méas
adecuado usar el estadistico Anderson-Darling como prueba.

3.4 Optimizacion de portafolios

La optimizacion consiste en distribuir un presupuesto entre los activos que compondran el portafo-
lio. Para ello, se plantea una funcién objetivo a maximizar o minimizar donde las variables de
decision seran los pesos de los activos.

3.4.1 Media - Varianza

Este enfoque fue desarrollado por Markowitz (1952) y tipicamente consiste en:

1——> —

min —wiEsw

st. wil1=1 (12)
WT/-[ Z'u*
w; > 0 \7’,~ .

donde w es el vector de pesos del portafolio. Este problema minimiza la varianza que es W’ Zw,

. N ., . —T L. . —>T —> «
sujeto a una restriccidon presupuestaria (w1 = 1), un minimo retorno medio (w" ¢ > u*) y un
portafolio solo con posiciones en largo (w; > 0). Este problema es de optimizacion cuadratica, que
computacionalmente es bastante eficiente.

3.4.2 Minimo - CVaR

La medida de volatilidad no es una medida de riesgo coherente a diferencia de la medida conocida
como CVaR o Expected Shortfall, que adicionalmente resulta mas adecuada para el uso de los
inversionistas. Esta se define como:

—VaR, (X)
ES.C0=—2 [ .
a J_

(o)

donde « define el nivel desde el cual al inversionista le interesan las pérdidas y VaR,(X) es el
percentil @ de la distribucién. La minimizacién del CVaR se expone en Rockafellar & Uryasev
(2000) como un problema de programacion lineal:
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J

1

3 VaR %
min -7 + E v:<c
WoVR 7 (1-a)J !

=1
stovi> -z + 7R para j=1,..,J

>0 para j=1,..,J
Vi paraJ (13)

M
Zi = anrjn para j=1,..,J

n=1
wil=1
w; ZO Vi,

donde j = 1, ..., J representa simulaciones de Monte Carlo. Este enfoque sera de principal interés
pues probard el ajuste en las colas de la distribucion.

4 Metodologia y descripcion de datos

4.1 Descripcion de datos

Los datos utilizados para el ejercicio se obtuvieron de la libreria de Kenneth R. French de 49
Industry Portfolios para el periodo comprendido desde inicios de 1996 hasta finales de Febrero
de 2021. La base de datos estd compuesta por los retornos diarios del valor de mercado de las
49 principales industrias de la economia estadounidense. A continuacion se presentan estadistcas
descriptivas para algunas industrias:

Caédigo Sector Retorno Volatilidad Skewness Kurtosis
Agric  Agricultura 5.9 27.8 -0.2 11.8
Food Comida 7.5 16.5 -0.1 8.7
Soda Soday dulces 8.7 23 -0.9 17.1
Beer Licor 7 18.5 -0.2 12.5
Smoke Cigarrillo 13.3 24.1 -0.3 10.9
Toys Juguetes 5.7 26.9 -0.4 7.6

Fun Recreacion 6.4 32.2 -0.4 6.7
Books  Imprenta -0.7 25 -0.1 10.6
Hshld  Hogar 54 18.2 -1.1 25.5

Tabla 1: Principales estadisticas descriptivas calculadas sobre los retornos para 9 de las 49 princi-
pales industrias estadounidenses.

Las estadisticas descriptivas para todas las industrias se encuentran en el apéndice, dentro de las
cuales se encuentran el retorno anualizado, la volatilidad anualizada, asimetria y kurtosis. De
estas se puede notar que los retornos presentan asimetria negativa (mayor probabilidad en la cola
izquierda) y su kurtosis indica gran relevancia de los eventos en las colas, por lo cual puede ser
indicado utilizar una distribucion diferente a la gaussiana.
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4.2 Metodologia

Para comprobar que la distribucion planteada presenta una ventaja frente a la distribucién normal
en disefio de portafolios se realizaron las siguientes pruebas:

(i) Se realizaron las pruebas estadisticas de Anderson-Darling y Cramer von-Mises para cada
accion verificando que las acciones siguen la distribucién o por lo menos estas obtienen un
estadistico menor comparado a la distribucién normal. Este procedimiento se efectia para
toda la muestra.

(i) Serealizaron back-test histéricos bajo enfoques de minima varianza, media/varianza y minimo
CVaR conformando diversos portafolios: un portafolio creado con el modelo normal, el se-
gundo que se cred con el modelo de Poisson asumiendo que los saltos no se correlacionan,
otro donde se tiene en cuenta el proceso normal que predice el modelo de Poisson y final-
mente el modelo donde los saltos se correlacionan.

En ambos casos los pardmetros se calcularon por médxima verosimilitud. Por ejemplo, para la
muestra completa el sector agricultura tuvo como parametros:

(w, A, o, p,t ) = (2.72%, 117.29, 13%, 54.77%, 67.77,61.05) ,

bajo el modelo de poisson. Esto quiere decir que 117.29 de los 260 dias de trading ocurren saltos,
mientras que el retorno y la volatilidad de la parte continua es de 2.72% y 13% respectivamente.
En cambio, bajo el modelo normal se obtiene (u,0) = (10%,27.8%). Para realizar una mejor
comparativa es pertinente calcular el retorno esperado y la volatilidad de cada modelo:

Retorno esperado Desviacion estandar

4e-04 6e-04
Poisson

Poisson
2e-04

0e+00

—2e-04

T T T T T T T T T T T T T
-1le-04 0e+00 1le-04 2e-04 3e-04 4e-04 5e-04 6e-04 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

Normal Normal

Figura 1: Retorno y volatilidad diaria calculados para las 49 industrias utilizando toda la muestra.
Se pone como referencia la linea y = x en azul.
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De aqui se puede notar que los retornos esperados mantienen una relacién positiva entre ambos
modelos pero difieren en magnitud en algunos casos. Por otro lado, se puede notar que la volatili-
dad del modelo normal es mayor a la que predice el modelo de saltos.

Para el enfoque de saltos correlacionados se calculd la matriz de correlaciones con el enfoque
propuesto en Choi & Shin (2018), el cual calcula las correlaciones de eventos extremos. Esta
matriz puede no llegar a ser definida positiva, por lo cual se aproximo a la matriz definida positiva
mads cercana. Un ejemplo de esta se encuentra en el apéndice.

5 Resultados

5.1 Ajuste univariado

En primer lugar, se realiz6 el ajuste del modelo de Poisson para las 49 industrias para toda la
muestra. Seguidamente, se realizaron los test estadisticos de Anderson - Darling (AD) y Cramér-
von Mises (CV), los resultados se encuentrar a continuacion:

Distribucion \ Anderson-Darling Cramér-von Mises
Poisson 60.4 % 75 %
Normal 0 % 0 %

Tabla 2: Porcentaje de acciones que pasan el test estadistico
con un p-valor mayor al 5 %.

Se puede ver que el porcentaje de acciones donde el modelo normal es la distribucion generadora
de datos es el 0%, mientras que para el 60.4% de las industrias el estadistico AD no rechaza la
hipétesis nula de corresponder al modelo de saltos. Esto dltimo indica que los saltos de Poisson
ayudan a modelar los eventos extremos, aunque se debe considerar que pueden existir alternativas
mas apropiadas, investigacion que se puede dejar para un trabajo futuro. Finalmente, el estadistico
CV presenta un mayor porcentaje respecto al AD.

5.2 Backtesting

Posteriormente se presentan los resultados del backtesting para el caso de minima varianza, minimo
CVaR y media/varianza, calculadas segin (12) y (13). Para este ejercicio se rebalance6 cada
trimestre, realizando el cdlculo de los pardmetros para los modelos con una ventana de tiempo
de 4 afios (cada afio contiene 260 dias de trading). Las graficas del backtest se encuentran en el
apéndice junto a un ejemplo de las matrices de correlacion calculadas.

Las estrategias se describen a continuacién:

(i) Normal se refiere al portafolio construido con la distribucién normal.

(i1) Poisson esta basado en la distribucién de Poisson con saltos no correlacionados.
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(iii) Poisson (C) posee el mismo enfoque que el anterior con la diferencia que este tiene en cuenta
las correlaciones

(iv) Normal(P) es aquel que solo tiene en cuenta los eventos normales inferidos en el modelo de
Poisson, es decir, esta estrategia usa los pardmetros p y o encontrados en (1).

Las estadisticas reportadas son:

e Retorno anualizado Esta es la tasa compuesta de retorno al final del periodo calculada
como:

T 260/T
R, = []_[(1 + Rt)) —1
n

Donde T es el nimero de dias y R, el retorno diario del portafolio. Se toman 260 dias de
trading. Se reporta como porcentaje.

e Desviacion Estandar Para hallar la volatilidad anualizada de un portafolio se debe ajustar
la desviacion estandar por el niimero de periodos:

o, = +/Varianza(R,) V260
Al igual que el retorno anualizado esta se reporta como porcentaje.

e Sharpe Ratio Es una medida de riesgo-retorno. Se define como el cociente entre el retorno
anualizado y la desviacion estandar.

e Maximum Drawdown Esta es la caida mds grande que tuvo el valor del portafolio durante
el periodo de estudio. Comenzando por la primera fecha se van calculando las pérdidas
acumuladas hasta que el portafolio encuentre un maximo. Posteriormente se repite el proceso
hasta que la muestra acabe. De todas estas perdidas se escoge la mayor. Se reporta como
porcentaje.

e Calmar Ratio Al igual que el Sharpe Ratio es una medida de riesgo-retorno, sin embargo,
en este caso el riesgo se define como el Maximum Drawdown, luego sera el coeficiente entre
el retorno y la mayor pérdida acumulada.

e CVaR Definida anteriormente, esta se interpreta como la pérdida de valor esperada en un dia
para los @ % peores casos. Para este ejercicio se reporta el CVaR para el 5% de las peores
pérdidas. Se reporta como porcentaje.

e NEC El nimero efectivo de componentes es una medida de concentracion de los pesos de
un portafolio. Esta se calcula como:
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Donde si se tiene un portafolio tiene pesos iguales , es decir, w; = 1/M entonces NEC = M
que es la mixima diversificacion posible. En caso contrario donde solo se invierte en un
activo se tiene NEC = 1. Se reporta el promedio que se obtuvo del NEC para los rebalanceos
y su desviacion estandar.

A continuacion se presenta el andlisis y los resultados del ejercicio. Para cada estadistica se subraya
aquel portafolio que obtuvo el mejor resultado.

5.2.1 Minima varianza

Se presentan las estadisticas para la minimizacién de la varianza:

Estadistica Normal Poisson Normal (P) Poisson (C)
Retorno 10.8 10.7 113 10.3
Desv. Estandar 18.3 17.4 17.7 16.1
Sharpe Ratio 0.593 0.612 0.639 0.642
Max. Drawdown | 53.8 52.7 52.6 48.5
Calmar Ratio 0.201 0.202 0.214 0.212
CvaR 2.7 2.6 2.6 2.4
NEC Promedio 39.7 25.7 24.7 20.7
Desv. NEC 2.4 2.9 2.8 2.3

Tabla 3: Estadisticas calculadas para la metodologia de minima varianza reportado para las 4
estrategias.

De las estadisticas de los portafolios de minima varianza se puede concluir lo siguiente:

e Al establecer como objetivo minimizar la volatilidad del portafolio se pueden ver mejoras
significativas como la reduccion de la volatilidad al incluir el modelo con saltos, en su version
correlacionada como no correlacionada.

El portafolio con saltos correlacionados es el que presenta las mejores estadisticas respecto
a volatilidad, retorno-riesgo, mixima pérdida y CVaR. Esto indica que la inclusién de cor-
relacion de eventos extremos de manera explicita agrega una ventaja en el disefio de portafo-
lios para este objetivo.

Finalmente, el portafolio que presenta inicamente el componente normal derivado del mo-
delo con saltos presenta mejores estadisticas que el modelo sin saltos, esto puede ser conse-
cuencia de una correcta identificacion por parte del modelo entre eventos extremos (saltos)
y comunes (normal).

5.2.2 Media-varianza

Para el enfoque de media-varianza se calculd un portafolio equally weighted (de pesos iguales)
para establecer su retorno esperado como el minimo retorno dentro del problema de optimizacion.
Las estadisticas se presentan a continuacion:
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Estadistica Normal Poisson Normal (P) Poisson (C) EW
Retorno 9.1 10.9 11.6 11.1 104
Desv. Estandar 29 20.9 21.1 199 20.3
Sharpe Ratio 0.315 0.52 0.547 0.557 0.511
Max. Drawdown 68.2 50.8 51 46.4 56.5
Calmar Ratio 0.134 0.214 0.227 0.239 0.183
CVvaR 43 3.1 3.1 29 3
NEC Promedio 12.4 16.3 15.6 12.9 49
Desv. NEC 17.1 9.9 9.5 8.1 0

Tabla 4: Estadisticas calculadas para la metodologia de media-varianza reportado para un portafo-
lio de pesos iguales (EW) establecido como benchmark y las 4 estrategias.

Para el caso de los portafolios de media/varianza se puede notar lo siguiente:

e Nuevamente todos los portafolios derivados del modelo de Poisson presentan mejores es-
tadisticas que el modelo normal y sobrepasan al benchmark en retorno-riesgo.

¢ El modelo correlacionado lidera en las estadisticas exceptuando el retorno anualizado. Este
resultado reafirma la ventaja que presenta tener en cuenta la correlacion entre los saltos. La

diferenica en términos de volatilidad y maxima pérdida con el portafolio normal es bastante
significativa.

5.2.3 Minimo CVaR

Finalmente, las estadisticas para el caso de la minimizacion del CVaR:

Estadistica Normal Poisson Normal (P) Poisson (C)

Retorno 11.3 11.2 9.3 12
Desv. Estandar 15.1 16.3 22.9 15.5

Sharpe Ratio 0.75 0.686 0.409 0.778
Max. Drawdown | 39.6 44.3 60.2 37.6
Calmar Ratio 0.286 0.253 0.155 0.32
CVvaR 22 2.4 34 2.3
NEC Promedio 59 12.1 32 52
Desv. NEC 1.6 34 2 1.9

Tabla 5: Estadisticas calculadas para la metodologia de minimo CVaR reportado para las 4 estrate-
gias.

Por ultimo, para el caso de la minimizacién del CVaR:
e El portafolio Normal(P) presenta el mayor rezago. Como esta vez se tiene un objetivo de

minmizacion de eventos extremos es de esperar que esto suceda si el modelo discrimina bien
entre los eventos extremos y comunes.
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¢ El modelo de Poisson sin correlaciones se queda rezagado, lo cual indica que la correlacion
entre los saltos presenta una mayor relevancia para este tipo de optimizaciones.

¢ Finalmente, cuando se incluyen las correlaciones se presentan mejoras en indicadores de
riesgo-retorno respecto a los demds enfoques. La diferencia entre las variables de riesgo
no es mucha entre el modelo normal y el modelo de Poisson correlacionado. El primero
presenta un menor CVaR en el agregado, pero el dltimo una menor pérdida méxima, siendo
esta dltima estadistica mas importante en la practica.

6 Conclusiones

Los administradores de portafolio a menudo se encuentran con varios problemas al disefiar portafo-
lios bajo un enfoque gaussiano como son la poca robustez del retorno esperado, la consistencia de
los estimadores de varianza-covarianza, entre otros. En ese orden de ideas el presente estudio real-
iza varios aportes que buscan dar un soporte tedrico acorde con lo observado en el mercado y adi-
cionalmente realiza un ejercicio empirico para mostrar su validez. En primer lugar, se plantearon
las ecuaciones para la dindmica de los activos cuando se le afiaden saltos de Poisson, seguidamente
se encontraron los primeros momentos estadisticos del portafolio y se demostr6 que el portafolio
de saltos no correlacionados sigue un proceso muy similar al de sus activos.

Por otra parte, gracias a los resultados empiricos se puede concluir que el modelo de Poisson pre-
senta un mejor ajuste univariado comparado al modelo normal para los retornos de los activos
estudiados. Esto va en linea con los resultados obtenidos bajo los enfoques de media/varianza y
minima varianza, donde el modelo de Poisson sobrepasa en estadisticas al modelo normal. Adi-
cionalmente, se pudo corroborar que las correlaciones de los saltos de Poisson resultan relevantes
cuando se desea optimizar en cualquiera de los 3 casos. Esto ultimo puede ser consecuencia del
riesgo no diversificable de la economia, que se materializa como una mayor correlacion entre los
activos en eventos extremos.

Por ultimo, se encontraron varias limitaciones: el modelo de Poisson no es el proceso generador
de datos para la totalidad de los activos, lo cual se puede deber a la manera en que se calcularon los
parametros o la distribucion que se utilizé para modelar la amplitud de los saltos. Por otra parte,
a pesar de que en este estudio el modelo de Poisson logré superar en algunas estadisticas para el
caso de la minimizacion del CVaR, los resultados no son concluyentes y vale la pena hacer més
pruebas para determinar si este enfoque posee ventajas.

Como posibles trabajos futuros se puede poner a prueba la robustez de la metodologia planteada.
En primer lugar, utilizar ventanas de tiempo mads cortas para el calculo de los pardmetros, utilizar
otros tipos de datos y realizar un rebalanceo més frecuente determinarian si el enfoque en definitiva
es mejor. Para ello se pueden mirar otros mercados como el colombiano, que a diferencia del
mercado estadounidense es mds volatil y posee una menor liquidez, por lo cual los saltos en los
precios pueden llegar a ser més frecuentes. Por otro lado, seria correcto enfocarse en los periodos
de caida del mercado para visualizar los efectos que tiene sobre la gestion del riesgo de portafolios
en estas condiciones.
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A Distribucion del retorno logaritmico de un portafolio

En esta seccion se llegara a una expresion para hallar la distribucién que siguen los retornos logar-
itmicos. Primero, integrando la ecuacion (5) entre (0, f) se obtiene:

)t+WWt+iinu , (14)

In(Vy) = In(Vo) = (wTu -
i=1 j=1
donde la expresion Q;; se refiere a la amplitud del salto en el momento j, de la accion i. Recorde-

mos que por cada accidn se tiene un proceso compuesto de Poisson que llamaremos Y; = ZN ! [wiQi j]
con N, que sigue un proceso de Poisson con parametro constante 4; y Q;; €s una colecc1on de vari-
ables iid para todo j (es decir por accion sigue la misma distribucion con los mismos pardmetros).

Para llegar a la distribucion de la ecuacion (14), se usardn proposiciones que serdn demostradas a
continuacion.:

Proposicion 1 Sea Y = Z | un proceso compuesto de Poisson con pardametro 1y X; iid con
distribucion f,. Entonces fy se puede escribir como:

—/lt( /U)n

Al = Zf*"( ) (15)

donde f" hace referencia a la n-ésima iteracion de la convolucion de f,, es decir la suma de
Xi + Xy + ... + Xy, donde f3° = 8 que es la distribucién de la delta de Dirac.

Demostracion Sabemos que la variable Y:

0 con P(N,=0)
X con P(N,=1)

X +X, con P(N;=2)

Luego la probabilidad de que y tome cierto valor u sera:

PY=u)y=Pu=0P(N,=0)+Pu=X))P(N,=1)+Plu=X,+X,) P(N, =2) +
de modo que P(u = X; + X, + ... + X)) se puede representar como una k-convolucién debido a
que las X son iid y N, tiene distribuciéon de Poisson con pardmetro A. De este modo se llega a la

ecuacioén (15).

De ahora en adelante, la distribucion f, asociada al proceso compuesto de Poisson Y llevard por
nombre distribucién subyacente.
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Proposicion 2 Si se tiene una coleccion de M procesos compuestos de Poisson independientes
entre si, la suma de estos sigue una distribucion compuesta de Poisson con pardmetro A = Zf‘;’ L Ai

N Ai
y distribucién subyacente f = ¥, j fi
Demostracion Un proceso compuesto de Poisson posee una distribucion caracteristica:

on(m) = E[e""] = exp(dit (gx,(m) = 1)).

con ¢y, (m) la funcion caracteristica de la distribucion subyacente asociada al proceso Y;. Ahora,
como la funcidn caracteristica de la suma es la productoria de las funciones caracteristicas individ-
uales, si Y es la coleccion de los M procesos denotados por Y; entonces:

M M M A
gr(m) = | | ox(m) = exp (Z Ait [y, (m) - 1]) = exp (ﬂt [Z | om)| - 1)) ,
i=1 i=1

i=1

con 1 = 3™ ). Ahorausando la transformada inversa de fourier se puede recuperar la distribucién
subyacente:

1 o
f= 7 fe’mxgox(m)dm.
T JURr

A
Usando gx(m) = 22, [y |

™, M M
f= %TfReime [%@xi(m)]dm = %TfReime[%sﬂxi(m)] dm = Z%[%Lem‘ﬁxi(””)d’”] ;

i=1 i=1 i=1

de donde se concluye:

F=3 %

i=1
Proposicion 3 Si X sigue una distribucion doblemente exponencial con pardmetros p, 1" yn~ y a

es una constante real diferente de 0 entonces aX tiene distribucion doblemnente exponencial con

. no.n
pardmetros p, — y —
a  a

Demostracion La variable X sigue una funcién de distribucién:

fx(xpontn) = prte gw(x) + (1= P e’ 1w (x)
con funcion caracteristica:
+ _

n
+ (1 - .
( p)n‘+it

ox(H)=p

nt —it

Luego aX:
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. _  (/a) . /e
i Parm-a TP e

ax(t) = px(at) = p i (I-p)

Y de este modo queda demostrado.

Usando estas proposiciones se puede ver que la ecuacion (14) sigue una distribucion de la suma
de una variable normal y una compuesta de Poisson, si los saltos siguen distribuciones doblemente
exponenciales con pardmetros p;,n;,7;. Cada accién posee un proceso compuesto de Poisson Y},
luego por la proposicién 2 y 3, la distribucion subyacente de la suma de los procesos compuestos
de Poisson (Ia notaremos como Y) se puede escribir como:

S n;
fx(x) = Z zf( ; ‘ W.) Lp07 »

i=1 !
cond =YY A1,.40. Luego como X = (wT,u - m) t+ VwTZw W, sigue una distribucién normal

con media (wT,u W ZW) t y varianza w' Zwt, y es independiente de Y entonces ln( ) Aln(V,) =
X + Y tiene una distribucion:

0 o e_/lt(/l[)n
Jamwy = 2o (fX *Jy ) !

Esta se puede aproximar a la ecuacion (11).
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Estadisticas descriptivas de los activos

Cédigo Sector Retorno Volatilidad Skewness Kurtosis
Agric  Agricultura 59 27.8 -0.2 11.8
Food Comida 7.5 16.5 -0.1 8.7
Soda Soda y dulces 8.7 23 -0.9 17.1
Beer Licor 7 18.5 -0.2 12.5
Smoke Cigarrillo 13.3 24.1 -0.3 10.9
Toys Juguetes 5.7 26.9 -0.4 7.6
Fun Recreacion 6.4 322 -0.4 6.7
Books  Imprenta -0.7 25 -0.1 10.6
Hshld  Hogar 54 18.2 -1.1 25.5
Clths Ropa 9.7 26 -0.3 6.9
Hith Salud 7.9 23.3 -1.1 12.3
MedEq Equipo Médico 9.7 20.2 -0.5 8
Drugs  Farmaceutica 6.3 19.5 -0.1 5.5
Boxes  Contenedores 7.3 24.2 -0.3 5.2
Trans Transporte 7.5 24 -0.5 7.7
Whisl Al por mayor 6.6 20.6 -0.5 8.8
Rtail Al por menor 7.5 21.5 -0.1 5.8
Meals  Restaurantes y Hoteles 10.5 21 -0.3 11.7
Banks  Bancos 0.7 31.3 -0.1 14.7
Insur Asegurador 5.7 244 -0.4 14.6
RIEst Finca raiz 3.1 31.6 -0.3 11.6
Fin Financiero 1.9 32 -0.1 9.7
Other Otros 0.3 24.1 -0.1 8.7
Chems Quimicos 5.6 25.7 -0.5 7.6
Rubbr  Caucho y Plastico 7.6 22.6 -0.4 5.7
Txtls Textil 1.9 32.7 -0.6 15.6
BldMt  Construccién (Materiales) 6.2 26 -0.4 8.3
Cnstr Construccion 5.6 32.8 -0.3 6.8
Steel Metales -5.6 36.8 -0.4 6.2
FabPr  Fabricados 0.4 33 -0.7 10.6
Mach  Maquinaria 7.5 28.1 -0.3 6.5
ElcEq  Equipo Eléctrico 39 27.2 -0.2 7.4
Autos  Automovil 32 31.2 -0.4 7.1
Aero Aerondutica 5.9 274 -0.7 154
Ships Naval 10.6 28.4 -0.3 4
Guns Armas 13.1 244 -0.1 8.5
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Cadigo Sector Retorno Volatilidad Skewness Kurtosis

Gold Oro -2.9 40.8 0.2 4.5
Mines Mineria 43 354 -0.3 6.7
Coal Carb6n -15.4 51.8 -0.4 53
Oil Petroleo y Gas 1.3 294 -0.5 13.8
Util Servicios 6.9 19.8 -0.2 14.7
Telcm Comunicacion 0.6 22 -0.1 8.9
PerSv Servicios Personales 34 23.9 -0.7 8.1
BusSv Negocios 54 22.1 -0.5 9.3
Hardw Hardware -1.7 31.4 0.2 7.5
Softw Software 2.6 26.5 -0.1 6.6
Chips Equipo Electronico 0.8 32 0 5.4
LabEq Equipo de laboratorios 6.5 26.6 -0.2 4.2
Paper Material de oficina 4.5 21 -0.3 6.1

Tabla 5: Principales estadisticas calculadas sobre los retornos de las 49 principales industrias del
mercado norteamericano.
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C Graficas
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Figura 2: Distribucién y ajuste de los retornos logaritimicos del sector Agricultura.
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Minimum Variance 2000-04-03 / 2021-02-26
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Figura 3: Evolucion de la inversion de un ddlar para los diversos portafolios en el caso minima
varianza.

25



Mean-Variance 2000-04-03 / 2021-02-26
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Figura 4: Evolucién de la inversion de un délar para los diversos portafolios en el caso media-
varianza.
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Minimum CVaR 2000-04-03 / 2021-02-26
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Figura 5: Evolucién de la inversién de un dolar para los diversos portafolios en el caso minimo
CVaR.
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Figura 6: Matriz de correlacion de pearson para la fecha 30-06-2020.
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Figura 7: Matriz de correlaciones extremas para la fecha 30-06-2020.
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