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Procesos de Decisién de Markov

Un Proceso de Decisién de Markov (PDM):
1. S un espacio de estados.
2. A un conjunto de acciones.

3. U(s) C A el conjunto de acciones admisibles dado un estado
seS.

4. Q( - |s, a) una medida de probabilidad dado un estado s € S'y
ae U(s).
5. ¢: S x A— R una funcién de costo. Dado un estado s € S el

costo de tomar una accién a € U(s). Usualmente denotamos
Cs,a=c(s,a)conse Syae U(s).



Procesos de Decisién de Markov

Nos interesa PDM finitos y en tiempo discreto, es decir,

» Sy A son conjuntos finitos (Denotaremos los estados como

S=1{1,...n})

» Los estados observados, las acciones tomadas, y los costos son
ejecutados en tiempo discreto, i.e, T = N.



Procesos de Decisién de Markov

Para cada tiempo k € T definimos,
> X, la v.a. que representa el estado, y xx € S el estado actual.

» Ay la v.a. que representa la accién, y ax € U(xx) la accién
ejecutada.

» Cy, ., €s el costo de estar en elestado x, y tomar la accién ay.
Observe que,

Z Q(s|xk, ax) = 1.

seS

Y, el proceso markoviano indica que Xyy1|xk, ax ~ Q( - |xk, ak).



Politicas

Sea,
M={p:S—=Alu(i)e U(i), i=1,...n}

Definimos una politica m = (uk)keT como una tupla de elementos
en M.

Una politica es una regla con la que se decide que accién se debe
tomar en cada instante de tiempo.



Politicas

Denotamos como P(u) como la matriz de probabilidad
correspondiente al control puy, esto es,

[P(i)]y = Q(J i, p(i)) = P(Xk1 = Jj| Xee = i pu(7)),

para todo i,j = 1, ..., n. Ademas, dado un estado inicial /, la
probabilidad de estar en el estado j en el tiempo k dada la politica

T = (lk)keT, €s,

Pr(Xk = j|Xo = i) = [P(pk—1) P(pik—2) - - - P(ro)];;



Politicas - Estacionarias

Decimos que m = (uk)keT una politica estacionaria si

H= 1= =3 ="

En este caso, dado un estado inicial /, la probabilidad de estar en el
estado j en el tiempo k, dada la politica 7, es,

Pol(Xic = iXo = i) = [P(n)] .

i



Costo

Considere el la politica m = (uk)keT vy €l estado inicial i € S,
definimos el costo esperado hasta el tiempo N como,

N

Z 5kck|Xo =

k=0

Exr

N n
= Zﬁk Z Pr(Xic = J|1Xo = 1)< ()
k=0  j=1

con 3 € (0,1] (el factor de descuento). El vector que describe el
costo esperado hasta el tiempo N, en cualquier estado es

n
) =1

N

Z Bkck|X0 =

k=0

VT(N) := (Eﬂ




Objetivo

Definimos el costo esperado descontado como,

VT = lim V7(N),

N—oo

y, el objetivo es encontrar una politica 7* tal que,

V™ = min V™ =: V*.

™

Decimos que V* es el costo éptimo.



Ecuaciones de éptimalidad

Definimos el operador de programacién dindgmica L : R" — R" de la
forma,

Li(V)= min {c,-u+ﬁZP,-j(u)\/j} Vie{l,.. n}
j=1

ueU(i)

de forma vectorial,

L(V) = min{c(p) + PGV}, clp) =



Ecuaciones de éptimalidad

Se puede demostrar que encontrar el costo éptimo es equivalente a
encontrar V* € R" tal que,

L(V*) = V*.

De hecho, la ecuacién anterior se denomina ecuaciones de
optimalidad.



Contraccion - Punto Fijo de Banach

Teorema (Punto fijo de Banach)

Sea U un espacio de Banach y L : U — U una contraccion.
Entonces

1. Existe un dnico v* en U tal que L(v*) = v*; y

2. para vo € U arbitrario, la sucesién definida como,
1
Var1 = L(Vay1) = L7 (vo)

converge a v*.



Contraccidn

Teorema
El operador L de programacién dindmica con 0 < 3 < 1 es una
contraccién en R" con respecto a la norma || - ||

Demostracioén.
Tenemos que L(v) = (L;j(v))"_,. Entonces, s € S. Sin restriccion,
Ls(V) > Ls(u)y y

a, € arg max{csa+BZP,J a)vj}
j=1

Entonces,

0<Ls(v)—Ls u)<BZPUmaX uj) = Bllv — ul|



Solucién

Teorema
Sea v € R". Se tienen las siguientes implicaciones,

a. Siv < L(v) entonces v < V*.
b. Siv > L(v) entonces v > V*.

c. Siv=1L(v) entonces v = V*.



Gradiente estocastico

Considere la funcién objetivo F : R” — R diferenciable y una
funcién g(w;n) que representa un estimador para el gradiente
VF :R"™ — R", donde 7 es una v.a.
La idea del método de descenso de gradiente estocastico (MDGE)
es hacer una actualizacién de w € R" con el fin de solucionar el
problema de minimizacién
F. = min F(w)

weR?
Asi, lo que propone el método es que la aproximacién del
argumento que minimiza la funcién es,

Wig1 = Wk — ug(wi;mk) k€N

Donde ay € [0,1] y g(wk; nk) es el término que aproxima V F(wy)
con un cierto ruido 7, en la k-ésima actualizacién.



Gradiente estocastico - Condiciones suficientes

—_

. Gradiente Lipschitz. Existe L > 0 tal que

|IVF(w) — VF(w)||, < L|lw —w||, Yw,weR".

N

. Nk—1 es Fy-medibles. Y, E[g(wk; nk)|Fx] = VF(wg)

- E[llg(wii me)|B1Fe| < M+ M|V (w3 con M >0y
Mg > 1.

4. Funcién fuertemente convexa. Existe c tal que,

w

1
F(#) > F(w)+VF(w) (7 —w)+ocl|w —wl); Vw,weR

(6]

S Y e o =00, Zzozlaig C <o



Gradiente estocastico - Lemas

Lema
Considere el el supuesto 1. Entonces,

F(w) < F(#) + VF(®)T(w— #) + 3Lllw— |3 vw, 7 € E"

Lema
Considere los supuestos 1, 2, y 3. Entonces,

1 1
E[F (wk+1)| Fk]—F(wk) < — <1 - 2akLMG>ak||VF(Wk)||§+2O‘iLM-

Lema
Considere el supuesto 4. Entonces,

2c(F(w) — F) < ||[VF(w)|[3, YweR"



Gradiente estocastico - Teorema de Convergencia

Teorema
Considere los supuestos 1 al 5. Entonces, E[F(wy) — F,] = 0
cuando k — oo.

Demostracién.
Sea K € N tal que o < ﬁ para todo k > K. De los lemas
anteriores se tiene que,

1
E[F(wii1) — Fi]—E[F(wx) — Fi] < —axcE[F(wy) — F*]+§aiuvl
Entonces,

i akcE[F(we) — F] < %CLI\/I + E[F(wo) — F.]
k=0

Suponga, hacia contradiccién, que E[F(wy) — F.] no converge a
0. O



Ejemplo

1
min F(w) lw||?.

weR? - E‘
con un estimador de gradiente g(w; nx) = w + 1, donde 7, una v.a
en cada tiempo k.
{Fk} una filtracion crecientes de o-algebras tal que 74_1 es
Fr-medible para cada tiempo k. Ademas,
> E[n|Fk] =0y
> E[(n})?|Fx] <M con M >0



Aproximacion Estocastica

El algoritmo de aproximacion estocastica (AE) consiste en hacer
una actualizacién con ruido de un vector x € R" con el propésito
de solucionar una ecuacién de la forma F(x) = x. Aca,

F :R" — R" de la forma F(x) = (F1(x), ..., Fa(x)), con mapeos
F; :R" — R para todo i =1, ..., n para todo x € R".

X,’;Jrl = XL + ozk(F;(xk) — x,’; + 17;() ke T

Con T/ C T el conjunto de indices de tiempo donde se actualiza la
componente x', oy € [0, 1] denominado como el tamafio del paso
en el tiempo k y nL es el término de ruido de actualizacién en el
tiempo k para la i-ésima componente.



Aproximacion Estocastica - Condiciones suficientes

1. Para todo kg € T' existe k € T' tal que k > ko.
2. (a) xp es .7-"0—_medib|e. (b) Yk ni es Fii1—medible.
(c) Vi, k E[n;|F«] = 0.
(d) 3A, B € R, E[(n})’|Fi] < A+ Bméxmix x|
<k ]
3. Yok =00, Yl <C<oo

4. Ix* € R", f €[0,1) tal que ||F(x) — x™||, < Bllx —x*||
para todo x € R”".



Aproximacion Estocastica - Teorema de Convergencia

Teorema
Bajo el supuesto 1 al 4 se tiene que

a. La sucesion {xy} estd acotado, con probabilidad 1.

b. xx converge a x* cunado k — oo, con probabilidad 1.



Q-learning

Volviendo a los Procesos de Decisién de Markov, sea

P ={(i,a)li €S, a€ U(i)} el conjunto de todos los pares
estado-accion admisibles, y |P| = m. Considere el proceso de Xy1
generado por una politica que garantiza el supuesto 1 de AE.
Después de k iteraciones tenemos un vector @, € R™, con
componentes Q,"j’, (i,a) € P, que se actualiza aleatoriamente de
acuerdo a la férmula,

. . ) X1, .
QP = QF +onfcat B _min QM - QP
veU(Xit1)



Q-learning - Como Modelo de AE

Consideramos {Fy} la filtracion generada por el proceso (Xk, Ax),
es decir, el proceso de estados y acciones, definiendo,

> Fia(Q) :=ca+ 8 _Pj(a) VQ"J?,-) Q.

Jjes

i ’ X . X v
> a _ min k+1,V E min Q k+1> ]:k ,
Mk B - B veUXesn) k |

Tenemos que,
QP 1 = QF + au[Fia( Qi) — QP +nf].

AE produce Q. tal que F(Q.) = Q.. Y, definiendo
V. = min,cy(;y Q" se tiene el punto fijo del operador de
programacion dinamica.



Ejemplo

Figura 1: Reticula con los obstaculos. Los objetos negros (incluyendo el
marco exterior) corresponden a los obstaculos, y el objeto blanco
corresponde a la meta. Los estados que conforman los estados son
absorbentes y todo otro estado es transitorio.
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Figura 2: De derecha a izquierda se observa el costo esperado de estados
iniciales cada vez mas alejados de la meta. Es de mencionar que cada
estado utiliza el vector Q de aprendizaje que dejé el estado anterior.



Estrategia Programacion Lineal Estrategia Q-learning

Figura 3: Para referenciar las politicas se ha hecho un mapa de calor que
se identifica como: Subir con morado; bajar con azul; derecha con
amarillo; verde con izquierda. El mapa de calor de la izquierda
corresponde a la politica encontrada por el método de Programacién
Lineal. Y, a la derecha la politica encontrada por el algoritmo de
Q-learning.



Morris

El Morris de tres hombres consta de un tablero como en la figura 4.
Cada jugador dispone de tres fichas. Al inicio con el tablero vacio
los jugadores toman turnos alternados poniendo sus fichas en las
intersecciones. Una vez las seis fichas estan en el tablero lo
jugadores pueden mover una de sus fichas por las aristas, solo una
posicién por turno. El objetivo de cada jugador serd acomodar sus
tres fichas en linea.

Figura 4: Tablero del Morris de Tres Hombres



Morris
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Figura 5: Funcién de valor para el estado para la primera jugada cuando
el tablero esta vacio.
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