Alternativas en Clustering Espectral

Santiago Neira Hernandez

Universidad de los Andes

17 de Febrero 2022

Universidad de

los Andes



Contenido

@ Introduccién

© Algoritmos clésicos de clustering
@ K—medias
@ Clustering Jerarquico Aglomerativo
e DBSCAN

© Clustering Espectral
@ Consideraciones Tedricas
@ Algoritmo y consideraciones

@ Implementacién Computacional
@ Dimensién 2
@ Dimensién alta

© Conclusiones

1/62



Introduccién
©00

i Por qué son relevantes los algoritmos de clustering?

@ En la literatura de Machine Learning (ML) exite una rama de
investigacion conocida como el Aprendizaje no Supervisado, que a su
vez tiene una sub-rama encargada de estudiar los algoritmos de
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significativos y manejables, donde cada grupo (llamado clister)
consiste en datos que son similares entre si, y diferentes en
comparacién con los datos de otros grupos. [Everitt et al., 2011].

o Esta asignacion en clusters refleja de alguna manera la estructura
subyacente de las caracteristicas que identifican y representan dichos
datos.

@ Permiten plantear modelos que explican fendmenos relacionados con
los datos.

2/62



Introduccién
o] Yo}

Introduccién

Como los algoritmos tienen varios parametros, operan en espacios de gran
dimensién y tienen que hacer frente a datos ruidosos e incompletos, su
rendimiento varia para diferentes aplicaciones y tipos de datos.
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La educacién [Pavithra and Dhanaraj, 2019].

El anélisis de documentos [Mohd ariff et al., 2018].
El filtrado de spam [Sharma and Rastogi, 2014].

La identificacién de noticias falsas [Papalexakis, 2018].
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@ Estudiar varios algoritmos de clustering clasicos:

o K—medias.
o Clustering Jerarquico aglomerativo
o DBSCAN (Density Based Spatial Clustering of applications with Noise)

@ Estudiar el algoritmo de clustering espectral y proponer una variacién
en su construccion.

© Comparar la implementacién computacional de dichos algoritmos en
diversas dimensiones y configuraciones espaciales de datos.
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Preliminares

En todos los algoritmos a estudiar, se buscard entender como “partir” la
nube de datos en subconjuntos de forma adecuada.
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Algoritmos clasicos de clustering
©00000

Preliminares

En todos los algoritmos a estudiar, se buscard entender como “partir” la
nube de datos en subconjuntos de forma adecuada.

Definicién (Particién)

Sea X = (x1,- -+ ,xn) € RY una nube de n datos en dimensién d. Decimos
que la colecciéon S = {51, -, Sk} es una particién de X en k clusters si:
o UK S =%

e S5NS =0 Vi#j
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Algoritmos clasicos de clustering
0®0000

Preliminares- Matrices de dispersion

Para una nube X = (x1,---,x,) C RY clasificadas en una particién S =
{51, ,Sk}. Consideramos las siguientes matrices de dispersion:
K
Te=>_> (xi—X)(xi—x) Dispersién total (1)
J=1x;€S;
k
Wi = Z (X,' — ,U,j)(X,' — ,U,j)/ Within (intra) (2)
J=1x€S;
k
Bk = Z 1S (pj — X)(pj — x)' Between(inter) (3)
J=1x€S;
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Para una nube X = (x1,---,x,) C RY clasificadas en una particién S =
{51, ,Sk}. Consideramos las siguientes matrices de dispersion:
K
Te=>_> (xi—X)(xi—x) Dispersién total (1)
j:1 x;€S;j
Z Z — 1) Within (intra) (2)
J=1 x,€S;
k
=3 IS — )y - %) Between(inter)  (3)
Jj=1x,€S;

o _ 1 : 1
Con x = + >~ x; la media de los puntos en |a nube de datos, 1; = 5 ersj X
la media en cada cluster. T, = W, + By
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Algoritmo de K—medias

El primer algoritmo a estudiar es el de K—medias. Este busca la particién
de un conjunto en k clusters, tales que los clusters estdn conformados por
datos que pertenece al clister cuyo centroide es mas cercano.
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datos que pertenece al clister cuyo centroide es mas cercano.

Formalmente, para un conjunto de datos x = (xq,- -+ ,xp) C RY el algorit-
mo busca una particién S = {51,---, Sk} tal que se minimice la varianza
“within" cluster:

k
argmin Z Z ||x — pi||? = arg min Traza( W) (4)
i=1xeS; S
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Algoritmo de K-medias ([Lloyd, 1982])

1. Escoger el nmero de clusters-k

2. Asignar aleatoriamente k-medias mgl), e ,mf(l)

3. Paso de asignacién: Asignar cada observacién al cluster con la media mas
cercana (en distancia euclidea):

S = {xn <l = m{P2 < sy — mO|P Wj e {1, Kk}
4. Paso de actualizacién: Recalcular las medias (centroides) asignados en
cada cluster: )
t+1
m,( ): ( Z Xh

t
58] est®

i

5. Repetir pasos 3 y 4 hasta que no haya reasignacién de centroides o hasta
que t = Tmax
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Algoritmos clasicos de clustering
000000

K —medias. Escogencia de K

En la mayoria de casos, el nimero correcto de clisters no se conoce. Se
pueden usar varias métodologia de deteccién [Milligan and Cooper, 1985]:
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En la mayoria de casos, el nimero correcto de clisters no se conoce. Se
pueden usar varias métodologia de deteccién [Milligan and Cooper, 1985]:

@ EI método del codo: Definiendo la Inercia como
I(k) = Traza(W,) = Sk, > xes, |1x — wil[*. Se escoge a k como el
“codo” o el punto en el cual la inercia tiende a estabilizarse

@ Score de [Calinski and Harabasz, 1974]: Este método busca
encontrar el k tal que:

Traza(By)
k—1

Traza(Wj)
n—k

k* = arg max Cy(k) = arg max

donde k* maximiza la varianza between y minimiza la varianza within.
Se introduce el factor k — 1y n— k para corregir por proporcionalidad.
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Discusion del método

@ Una de las grandes ventajas del algoritmo es su complejidad
computacional de implementacién de O(nkd)
[Selim and Ismail, 1984].
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@ Una de las grandes ventajas del algoritmo es su complejidad
computacional de implementacién de O(nkd)
[Selim and Ismail, 1984].

@ Sin embargo, algunas desventajas del algoritmo son:

o El algoritmo necesita una configuracién esférica de los datos para
funcionar correctamente, y asume que los centroides existen.

e El algoritmo no es determinista, por lo que el procedimiento puede no
llevar a encontrar la particién éptima. [Hartigan and Wong, 1979]

e Tener el nimero de clusters como un hiper parametro siempre da
cabida a errores a la hora de implementar el algoritmo.
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Clustering Jerarquico

o El método de clustering jerarquico consiste en la costruccién de un
arbol binario aglomerativo.

@ En dicho éarbol los datos originales son las “hojas” del arbol, y el
procedimiento se encarga de ir uniendo en pares aquellos sub-cojuntos
que son mas cercanos.

@ Se define la distancia entre dos nodos como d(x;, x;) , y la distancia
entre dos clusters como A(A, B), la cual se conoce como la distancia
de enlace (linkage).
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Clustering Jerarquico

Algunas de las construcciones mas usuales para la métrica A(A, B) son:

As(A, B) = min{d(x;, x;) : xi € A, x; € B} Enlace Simple
Ac(A, B) = max{d(xi, x;) : x; € A, x; € B} Enlace Completo
1
AJAB)= —— Z d(xi, xj) Enlace promedio
|AHB| xi€A,x;€EB
iCAX;
AllB| 2 1
Aw(A, B) = 7‘“@4 — ,UBH MHA = T X Enlace Ward
Al + B Al X%;\
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Algoritmo [Corredor and Quiroz, 2020]

1. Inicializar cada punto como un cluster: S; = {x;},i <n

2. Asigne t, g = n (t es el indice del dltimo cluster formado, g es el ndmero
de clusters existentes)

3. Seleccione los 2 clusters que son los mas cercanos, de acuerdo con la
distancia A construida. Suponga que son 5;, S;. Asigne S;1 = S5, U S;.

4 Actualicet=t+1,g=g—1

5.Guarde la altura del agrupamiento (t — n) como h(t — n) = A(A;, Aj)

6. Conecte S;,S;j a S; en el arbol a la altura h(t — n), elimine a S;, ;.

7. Repetir pasos 3 al 6 mientras g > 1.

8. Haga un corte a la algura h(-) tal que queden k sub-arboles por debajo.
9. Retorne la particién S
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Escogencia de k

e Siguiendo a [Milligan and Cooper, 1985] y a [Everitt et al., 2011], se
pueden considerar las medidas de deteccidén del nimero de clusters del
método del codo y el escore de Calinski- Harabasz.
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e Siguiendo a [Milligan and Cooper, 1985] y a [Everitt et al., 2011], se
pueden considerar las medidas de deteccidén del nimero de clusters del
método del codo y el escore de Calinski- Harabasz.

o Existe otra medida, propuesta por [Mojena, 1977] el cual escoge el
nimero de clusters k cuando

Qgy1 >+ kS,

donde ag, - - ,a,_1 son las alturas de fusién correspondientes a las
etapas con n,n—1,---1 clusters. & es la media de los k—ésimos
anteriores valores de fusién, y s, hace referencia a la desviacién
estandar insesgada de los mismos.  es una constante (2.75-3.50).
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Discusion del algoritmo

@ Una gran desventaja de usar el Enlace simple es el fendmeno de
Chaining. Encadenamiento entre estructuras que son disimiles debido
a presencia de datos “intermedios” entre las nubes.
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a presencia de datos “intermedios” entre las nubes.

@ Si la estructura del arbol es relevante, la construccién del arbol
s6lamente es determinista para el caso de enlace promedio.

@ De acuerdo con [Nielsen, 2016], a pesar de que Enlace Simple tiene el
fenémeno del chaining, se sabe que éste es el nico algoritmo
implementable en tiempo O(n?).

@ Mas adn, sélo se saben resultados de consistencia para este tipo de
enlace. Relacionado con la construccién del MST
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Algoritmo DBSCAN

e EI DBSCAN (Density-based spatial clustering of applications with
noise) es un algoritmo de clusterizacién basado en [Ester et al., 1996].
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Algoritmo DBSCAN

e EI DBSCAN (Density-based spatial clustering of applications with
noise) es un algoritmo de clusterizacién basado en [Ester et al., 1996].

@ Es un algoritmo no paramétrico y es “density-based”: los clusters se
definen como areas de alta concentracién de puntos (con alguna
medida de concentracién) en comparacién con el resto de la nube.
Los parametros de este algoritmo son:

e ¢:= La distancia maxima (euclidea) entre 2 puntos. Dos puntos se

consideran como vecinos si y sélo si estan separados por una distancia
menor o igual a €.

e MinPoints := El minimo nimero de puntos requerido para formar un
cluster denso.
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Algunas definiciones para DBSCAN

Consideramos x = (x1,- - - ,x,) € R?. Definimos la vecindad de x;, N.(x;) =
{xjld(xi, xj) < €} como el conjunto de vecinos que caen en la bola cerrada
de tamaiio €. Con esto podemos clasificar puntos de la siguiente forma:

@ Punto nuclear: Un punto x; es nuclear si |N¢(x;)| > MinPoints
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@ Punto nuclear: Un punto x; es nuclear si |N¢(x;)| > MinPoints

e Alcanzable de forma densa: Un punto x; es alcanzable de forma
densa a partir de un punto x; si:

Q X € Ne(x)
Q |N.(x;)| > MinPoints
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Algunas definiciones para DBSCAN

Consideramos x = (x1,- - - ,x,) € R?. Definimos la vecindad de x;, N.(x;) =
{xjld(xi, xj) < €} como el conjunto de vecinos que caen en la bola cerrada
de tamaiio €. Con esto podemos clasificar puntos de la siguiente forma:
@ Punto nuclear: Un punto x; es nuclear si |N¢(x;)| > MinPoints
e Alcanzable de forma densa: Un punto x; es alcanzable de forma
densa a partir de un punto x; si:
Q x; € Ne(xi)
Q |N.(x;)| > MinPoints
e Directamente alcanzable: Un punto x; es directamente alcanzable
por un punto x; si hay una cadena de puntos xj1,- - , Xj, con
Xj1 = Xj, Xjn = X; tales que xj. es alcanzable de forma densa a partir

de Xj(k+1)
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Definiciones

@ Punto de ruido: Si un punto x; no es directamente alcanzable por
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@ Punto de ruido: Si un punto x; no es directamente alcanzable por
ningln otro punto se llama un punto de ruido.
@ Cluster: Un cluster S es un subcojunto de X que satisface las
siguientes condiciones:
e Vx,xj :si x; € Sy x; es alcanzable de forma densa desde x;, entonces
x €S
o Vxi,x; €S dxx € S tal que tanto x; como x; pueden ser directamente
alcanzables por xx
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Algoritmo

1. Escoja un punto arbitrario x; € x. Si |Ne(x;)| > MinPoints la construccién
del cluster empieza. De lo contrario el punto se clasifica como punto de ruido.
2. Como x; fue clasificado como punto nuclear, x; sera afiadido al cluster
Vx; € Ne(xj)

3. El paso se repite para todos los xj € Ne(x;)

4. El paso 3 se realiza recursivamente hasta que el cluster es completamente
encontrado. (que ya no se puedan afiadir mas datos en el cluster)

5. Repetir puntos 1 al 4 con nuevos puntos que pueden ser parte de un
nuevo cluster u originalmente clasificados como puntos de ruido.
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Algoritmos clasicos de clustering
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Escogencia de € y MinPoints

@ Por regla del pulgar se approxima MinPoints a partir del nimero de
dimensiones en el espacio d, procurando que MinPoints > d + 1.
Usualmente se usa MinPoints =2 - d.
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Escogencia de € y MinPoints

@ Por regla del pulgar se approxima MinPoints a partir del nimero de
dimensiones en el espacio d, procurando que MinPoints > d + 1.
Usualmente se usa MinPoints =2 - d.

@ Para el valor de € se puede usar una variante del método del codo, En
esta variante se calcula la distancia al k = MinPoints vecino mas
cercano de todos los puntos, se organiza de menor a mayor dicha
distancia y se escoge a € como aquel valor que sea el
“codo”.[Schubert et al., 2017].
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Discusién

e Este algoritmo necesita un tiempo de O(n?) lo cual lo hace
relativamente eficiente. Encuentra el nimero de cldsters de forma
enddgena

21/62



Algoritmos clasicos de clustering

O0000e

Discusién

e Este algoritmo necesita un tiempo de O(n?) lo cual lo hace
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@ Sin embargo, hay que resaltar que:

o El algoritmo no es deterministico. Puede darse el problema de chaining
de enlace simple para puntos en el borde entre clisters.
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O0000e

Discusién

e Este algoritmo necesita un tiempo de O(n?) lo cual lo hace
relativamente eficiente. Encuentra el niimero de clisters de forma
enddgena

@ Sin embargo, hay que resaltar que:

o El algoritmo no es deterministico. Puede darse el problema de chaining
de enlace simple para puntos en el borde entre clisters.
e El algoritmo no es bueno agrupando datos con diferencias en

densidades,
o La escogencia del € puede ser considerablemente compleja cuando los

datos y su escala no son bien conocidos.
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Clustering Espectral- Introduccion

Antes de ver el algoritmo de clustering espectral (gran parte del core del
trabajo de grado), veremos algunas consideraciones tedricas relevantes. Nos

basamos fuertemente en [Von Luxburg, 2007] y en la teoria de Grafos es-
pectral.

22/62



Clustering Espectral
©00000000

Clustering Espectral- Introduccion

Antes de ver el algoritmo de clustering espectral (gran parte del core del
trabajo de grado), veremos algunas consideraciones tedricas relevantes. Nos
basamos fuertemente en [Von Luxburg, 2007] y en la teoria de Grafos es-
pectral.

e Dado un set de datos X = (x1,--- ,x,) € R? y alguna nocién de
similaridad s;; > 0, definimos el Grafo de Similaridad G(V, E) donde
v; € V representa un vértice en el grafo y hace alusién a un punto x;
y la arista tiene un peso de s;;.
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Clustering Espectral- Introduccion

Antes de ver el algoritmo de clustering espectral (gran parte del core del
trabajo de grado), veremos algunas consideraciones tedricas relevantes. Nos
basamos fuertemente en [Von Luxburg, 2007] y en la teoria de Grafos es-
pectral.

e Dado un set de datos X = (x1,--- ,x,) € R? y alguna nocién de
similaridad s;; > 0, definimos el Grafo de Similaridad G(V, E) donde
v; € V representa un vértice en el grafo y hace alusién a un punto x;
y la arista tiene un peso de s;;.

@ De esta forma el problema de clusterizacién puede reformularse como
aquel problema que encuentra una particién del grafo tales que
vértices entre diferentes grupos tengan pesos suficientemente bajos, y
tales que vértices en el grupo tengan pesos altos.
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Notacién de Grafos- Definiciones

Sea G(V/, E) un grafo no dirigido (cuyas aristas representan relaciones si-
métricas entre vértices) con V conjunto de vértices, E conjunto de aristas
y con W = (wjj)ij=1,....n la matriz de pesos del grafo. wjj > 0 Vv;,v; € V
Veamos algunas definiciones importantes:
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Notacién de Grafos- Definiciones

Sea G(V/, E) un grafo no dirigido (cuyas aristas representan relaciones si-
métricas entre vértices) con V conjunto de vértices, E conjunto de aristas
y con W = (wjj)ij=1,....n la matriz de pesos del grafo. wjj > 0 Vv;,v; € V
Veamos algunas definiciones importantes:

@ Matriz de grados: La matriz de grados D es aquella matriz
diagonal cuyas entradas son di, - - - , d, donde:

n
d,' = Z W,'J'
j=1

@ Dado un set de vértices A C V, se definea A:= V \ A
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Notacién de Grafos- Definiciones

Sea G(V/, E) un grafo no dirigido (cuyas aristas representan relaciones si-
métricas entre vértices) con V conjunto de vértices, E conjunto de aristas
y con W = (wjj)ij=1,....n la matriz de pesos del grafo. wjj > 0 Vv;,v; € V
Veamos algunas definiciones importantes:

@ Matriz de grados: La matriz de grados D es aquella matriz
diagonal cuyas entradas son di, - - - , d, donde:

n
d,' = Z W,'J'
j=1

@ Dado un set de vértices A C V, se definea A:= V \ A

e Se definea 14 =(f1,---,f,) € R" como el vector cuyas entradas
fi=1sivie Ay fi =0 de lo contrario.
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dvie A v € B,w; >0.
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@ Conexion: Decimos que A, B C V tienen una conexién si
dvie A v € B,w; >0.

e Camino: Sean v;,v; € V. se dice que existe un camino entre v; y v;
si hay una sucesién de vértices v = v;, -+ v, = v; tal que
W//+1>0 V 1<I<m

e Conjunto conexo: Se dice que A C V es conexo, si cualesquiera dos
vértices en A pueden ser unidos por un camino tal que todos los
caminos intermedios estén en A.
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Definiciones

@ Conexion: Decimos que A, B C V tienen una conexién si
dvie A v € B,w; >0.

e Camino: Sean v;,v; € V. se dice que existe un camino entre v; y v;
si hay una sucesién de vértices v = v;, -+ v, = v; tal que
W//+1>0 V 1<I<m

e Conjunto conexo: Se dice que A C V es conexo, si cualesquiera dos
vértices en A pueden ser unidos por un camino tal que todos los
caminos intermedios estén en A.

o Componente conexo: Se dice que A C V es un componente
conexo de V si es conexo y no hay conexiones entre Ay A.
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Laplaciano

El laplaciano (no normalizado) de un grafo V/(G, E) con matriz de pesos W
es definido como:
L=D-W
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es definido como:

L=D-W

Proposicion: (Propiedades de L) La matriz L satisface las siguienes propie-
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@ Para cualquier vector f € R"™:
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FLE=35 > wylfi— )

ij=1

25/62



Clustering Espectral
000®00000

Laplaciano

El laplaciano (no normalizado) de un grafo V/(G, E) con matriz de pesos W
es definido como:

L=D-W

Proposicion: (Propiedades de L) La matriz L satisface las siguienes propie-
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1 n
FLE=35 > wylfi— )

ij=1

@ L es simétrica y semi-definida positiva
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El laplaciano (no normalizado) de un grafo V/(G, E) con matriz de pesos W
es definido como:

L=D-W

Proposicion: (Propiedades de L) La matriz L satisface las siguienes propie-
dades:

@ Para cualquier vector f € R"™:
1 n
FLE=35 > wylfi— )

ij=1

@ L es simétrica y semi-definida positiva

© El autovalor méas pequeno de L es 0 correspondiente al autovector 1
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Laplaciano

El laplaciano (no normalizado) de un grafo V/(G, E) con matriz de pesos W
es definido como:

L=D-W
Proposicion: (Propiedades de L) La matriz L satisface las siguienes propie-
dades:
@ Para cualquier vector f € R"™:
PLE= 25 wy(hi— £
=5 2 wilfi—1)
ij=1
@ L es simétrica y semi-definida positiva
© El autovalor méas pequeno de L es 0 correspondiente al autovector 1
@ L tiene n autovalores no negativos 0 = A\; < \p < -+ < ),
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fILE = F'Df — FWF =Y dif? = Y fifiw;
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@ Como D, W son simétricas, L debe serlo. Ademas, por (1) L es
semidefinida positiva, puesto que f'Lf >0 Vf e R"
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Demostracion:
@ Por la definicién de d;:

fILE = F'Df — FWF =Y dif? = Y fifiw;

i=1 ij=1

=5 (a2 3ty +3-46) = 5 3 wilhi— 1)

ij=1 iJ=1
@ Como D, W son simétricas, L debe serlo. Ademas, por (1) L es

semidefinida positiva, puesto que f'Lf >0 Vf e R"

© Como en cada columna la suma de entradas de L da 0, L es singular.
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Demostracion:
@ Por la definicién de d;:

fILE = F'Df — FWF =Y dif? = Y fifiw;
i=1 ij=1

=5 (a2 3ty +3-46) = 5 3 wilhi— 1)

ij=1 iJ=1

@ Como D, W son simétricas, L debe serlo. Ademas, por (1) L es
semidefinida positiva, puesto que f'Lf >0 Vf e R"

© Como en cada columna la suma de entradas de L da 0, L es singular.
© Consecuencia de (1)-(3) y del Teorema Espectral
O
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Laplaciano

Proposicion:(Nimero de componentes conexas y el Espectro de L) Sea
G un grafo no dirigido con pesos no-negativos. Entonces la multiplici-
dad k del autovalor O de L es igual al nimero de componentes conexas
A1, -, Ay del grafo. El autoespacio del autovector 0 puede ser visto como
el span{lp,,---,14,}.
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Laplaciano

Demostracion:

@ k =1. Suponga que f es un autovector con autovalor 0. Luego es

1 2
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Laplaciano

Demostracion:

@ k =1. Suponga que f es un autovector con autovalor 0. Luego es
cierto que:
1 n
_ g _ 2
0=fLf =3 > wyfi—£)
i7j:1
Como wj; > 0 la dnica forma que la expresién se anule es porque
fi = f;. Entonces f debe ser constante para todos los vértices que
pueden ser conectados por un camino en el grafo.

28/62



Clustering Espectral
000000800

Laplaciano

Demostracion:

@ k =1. Suponga que f es un autovector con autovalor 0. Luego es
cierto que:
! 1 . 2
OZfo:iZ wi(f — F)
ij=1
Como wj; > 0 la dnica forma que la expresién se anule es porque
fi = f;. Entonces f debe ser constante para todos los vértices que
pueden ser conectados por un camino en el grafo. Como todos los
vértices de un componente conexo de un grafo pueden ser conectados
por un camino, f es constante en todo el componente conexo.
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Laplaciano

Demostracion:

@ k =1. Suponga que f es un autovector con autovalor 0. Luego es
cierto que:
! 1 . 2
OZfo:iZ wi(fi — )
ij=1
Como wj; > 0 la dnica forma que la expresién se anule es porque
fi = f;. Entonces f debe ser constante para todos los vértices que
pueden ser conectados por un camino en el grafo. Como todos los
vértices de un componente conexo de un grafo pueden ser conectados
por un camino, f es constante en todo el componente conexo. Como
s6lo hay un componente conexo, el autovector debe ser 1 cuyo
autovalor es 0.
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Caso de k componentes conexas: Asumiendo sin pérdida de generalidad
que los vértices estan ordenados de acuerdo con las componentes conexas
a donde pertenecen.
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Caso de k componentes conexas: Asumiendo sin pérdida de generalidad
que los vértices estan ordenados de acuerdo con las componentes conexas
a donde pertenecen. Luego L puede verse como:

Ly 0 -ooeeen 0
L= 0.,.L2._

Ly 0

0 - -vvn- 0 Ly
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000000080

Caso de k componentes conexas: Asumiendo sin pérdida de generalidad
que los vértices estan ordenados de acuerdo con las componentes conexas
a donde pertenecen. Luego L puede verse como:

Li 0 eennn 0
T - B

L1 O

0 - ----- 0 Ly

Notemos que cada L; es un laplaciano en el sub-grafo del i—ésimo compo-
nente conexo. Sabemos que, como L es diagonal por bloques, el espectro de
L es la unién de los espectros de L; y los autovectores de L seran los auto-
vectores de L;, donde se llenan de Q's las posiciones de los demas bloques.
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Como cada L; es el laplaciano de un grafo conexo, sabemos por el caso de
k =1 que todo L; tendra un autovalor 0 con multiplicidad 1, y el correspon-
diente autocvector es el vector de 1's en el j—ésimo componente conexo.
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Como cada L; es el laplaciano de un grafo conexo, sabemos por el caso de
k =1 que todo L; tendra un autovalor 0 con multiplicidad 1, y el correspon-
diente autocvector es el vector de 1's en el j—ésimo componente conexo.
Luego L tiene tantos autovalores 0 como componentes conexas, y los auto-
vectores correspondientes son los vectores indicadores de las componentes
conexas. U
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Algoritmo

1. Construya un grafo de similaridad S con alguna funcién simétrica y no

negativa

2. Encuentre el Laplaciano no normalizado L

3. Encuentre los primeros k autovectores uq,--- , uy de L

4. Sea U € R"™* |a matriz que contiene los vectores w1, ..., Uy cOMoO CO-
lumnas

5. Parai=,1---,n asigne y; € R¥ el vector correspondiente a la i—ésima
fila de U.

6. Realice el procedimiento de clustering para (y;)i=1,....n €n R¥ con el al-
goritmo de k—medias. Clasifique dichos clusters como Cy,--- , Cx

7. Retorne Ay, --- , A, con A; = {jly; € G}
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Sobre la matriz de similaridad

Algunas de las matrices de similaridad méas usadas son:
o Matriz de la e—vecindad:

o Jdbaxg) d(xi,xg) < e
Y 0 d(xi, xj) > €
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Sobre la matriz de similaridad

Algunas de las matrices de similaridad méas usadas son:
o Matriz de la e—vecindad:

o d(xi,x;) d(xi,x;) <e
Y 0 d(xi, xj) > €
e Matriz de los K-vecinos mas cercanos (KNN): En este grafo se
conecta a los vértices v; con v; si v; € NN¥(v;) con
NNk(v;) := {vjld(xj, xi) esta en los minimos k valores de d(xjf,x,-) ‘v’xf € x}

Este grafo se hace no dirigido cuando sélamente se piensa en las
consexiones del vértice i o j.
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Sobre la matriz de similaridad

Algunas de las matrices de similaridad méas usadas son:
o Matriz de la e—vecindad:

o d(xi,x;) d(xi,x;) <e
=
0 d(xi, xj) > €
e Matriz de los K-vecinos mas cercanos (KNN): En este grafo se
conecta a los vértices v; con v; si v; € NN¥(v;) con
NNk(v;) := {vjld(xj, xi) esta en los minimos k valores de d(xjf,x,-) ‘v’xf € x}

Este grafo se hace no dirigido cuando sélamente se piensa en las
consexiones del vértice i o j.

 Jd(xi,x) v € NNX(v;) N
E {0 P B
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Escogiendo k

Para escoger el valor de k se puede realizar:
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Para escoger el valor de k se puede realizar:
o Endogeneizar el nimero de clusters buscando la multiplicidad
algebraica del autovalor 0 de la descomposicién espectral del

laplaciano asociado.
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o Eigen-gap: Escoger k tal que |A\x — Ax_1]| es relativamente grande.
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Escogiendo k

Para escoger el valor de k se puede realizar:

o Endogeneizar el nimero de clusters buscando la multiplicidad
algebraica del autovalor 0 de la descomposicién espectral del
laplaciano asociado.

o Eigen-gap: Escoger k tal que |A\x — Ax_1]| es relativamente grande.

@ Usar los métodos del codo o de calinski-harabasz en el espacio
proyectado.
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Discusion del algoritmo

Vi Vi o Vil Vo

Vok+1 Vg Vakel Vag

Figura 1: El grafo de la cucaracha de [Guattery and Miller, 1998]
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[e]e]e] le]e]

Discusion del algoritmo

Vi Vi o Vil Vo

Vok+1 Vg Vakel Vag

Figura 1: El grafo de la cucaracha de [Guattery and Miller, 1998]

@ En este grafo, la particién 6ptima deberia ser

A={v1, -, Vi, Vorq1, 0 5 Vak} Y

/_4 = {Vk+1, Vo, VBKT, V4k}, sin embargo la particién
inducida por el algoritmo de Clustering espectral es
B={vi, -, Vi, Vky1, * , Vak},

B = {vaki1, ", V3K, V3ki1, """ 5 Vak )
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Variacién- Grafo de esferas de Influencia

Definimos el grafo de esferas de influencia con una matriz de pesos dada
por:

PGEETE pkla) + k) 2 dlxi ), xi # g

(5)

Wi =
/ 0 c.o.p
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Variacién- Grafo de esferas de Influencia

Definimos el grafo de esferas de influencia con una matriz de pesos dada
por:

(5)

Wi — %ﬁ@ pr(xi) + pi(x) = d(xi, x;),  xi # X
’ 0 c.o.p

Donde pk(x;) = d(xi, NNk(x;)) y NNk(x;) hace referencia al k—ésimo vecino
mas cercano de x;.
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[e]e]e]e] Jo]

Variacién- Grafo de esferas de Influencia

Definimos el grafo de esferas de influencia con una matriz de pesos dada
por:
UPLI) () + i) = d(xi, %), xi #

d(xi,x;

(5)

W,'j =
0 c.o.p
Donde pk(x;) = d(xi, NNk(x;)) y NNk(x;) hace referencia al k—ésimo vecino
mas cercano de x;. Este grafo da un peso positivo cuando las hiper-esferas
a los vecinos mas cercanos de los vértices se intersectan, y es una variante
del grafo de k-vecinos mutuos de [Brito et al., 1997]
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Esferas de influencia

@ La construccidn del grafo de esferas de influencia es mas débil que la
construccién de KNN al mismo k.

Sea S1%(vi) = {ylpk(x) + pilg) = d(xi,5)} y NV (v;) como se
definidé antes:
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Esferas de influencia

@ La construccidn del grafo de esferas de influencia es mas débil que la
construccién de KNN al mismo k.

Sea S1%(v) = {yl () + pilg) = d(xi. )} y NN<(v;) como se
definidé antes:
o NN¥(v;) C SI*(v;) :
v; € NN(vi) = d(xi, %) < pi(xi) < pic(xi) + p(x;)
— Vj € Slk(v,-)
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@ Vamos a comparar la implementacién computacional de los
algoritmos en dimensiones d = 2,7,15 para varias construcciones y
haremos dos ejercicios:
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@ Vamos a comparar la implementacién computacional de los
algoritmos en dimensiones d = 2,7,15 para varias construcciones y
haremos dos ejercicios:

e Evaluar cémo se comportan los algoritmos cuando estos saben el
nimero de clusters y estan bien calibrados

o Evaluar cuantos clusters estimarian si los algoritmos no supiesen el
nimero de clusters.

@ Los algoritmos a evaluar seran:

© K-Medias (Calibracién por Calinski-Harabasz)

@ Clustering Jerarquico, enlace simple completo y ward (Calibracién por
Calinski-Harabasz)

© Clustering espectral con matriz de pesos por KNN (Calibracién por
autovalores o eigen-gap)

@ Clustering espectral con matriz de pesos por esferas de influencia
(Calibracién por autovalores o eigen-gap)

© DBSCAN (Calibracién por el método del codo)
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Implementacién computacional- Score de Fowlkes y

Mallows

La comparacién de la eficacia de los algoritmos se basard en el score de
[Fowlkes and Mallows, 1983] que mide qué tan similar son dos particiones:
@ Este score toma dos clusterings A;, A> cada uno con ki, ky clusters.

Construye M = (mjj)i<q j<k,- con mj; el nimero de elementos en
comun del i-ésimo cluster de A; con el j—ésimo cluster de A,. La

medida de asociacion sera:

T
e Bkl,kz S [07 1]

1,K2 /P C?
kl ,K2 k1 ,K2
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Implementacién computacional- Score de Fowlkes y
Mallows

La comparacién de la eficacia de los algoritmos se basard en el score de
[Fowlkes and Mallows, 1983] que mide qué tan similar son dos particiones:

@ Este score toma dos clusterings A;, A> cada uno con ki, ky clusters.
Construye M = (mjj)i<q j<k,- con mj; el nimero de elementos en
comun del i-ésimo cluster de A; con el j—ésimo cluster de A,. La
medida de asociacién sera:

T
Bkhkz = e Bkl,kz S [07 1]

V 'Dk17k2 le,k2

k k k k
con Tiy ko = 2oit4 12 1 m2 n, P = Zii1(2121 m',J)2 —n

k: k
le,kz Z 2 (lel ml,J)2 —n
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Dimension 2
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Figura 2: Datos compactos- Dimensién 2
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Dimension 2
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Figura 3: Semilunas- Dimensién 2

40/62



Implementacién Computacional

[e]e] lele]ele}

Dimension 2

criginal Spectral-Original Spectral-Variation h-Ward
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Figura 4: Circulos concéntricos- Dimension 2
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Dimension 2
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Figura 5: Datos con ruido- Dimensién 2
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Dimension 2

criginal Spectral-Original Spectral-Variation h-Ward
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Figura 6: Datos “achatados” - Dimensién 2

43/62



Implementacién Computacional

00000e0

Dimensién 2- Fowlkes y Mallows

Esp-Orig | Esp-Esferas | Hi- Ward | Hi- Simple | Hi- Comp | K-Medias | DBSCAN
Compactos 1.00 1.00 0.85 1.00 1.00 0.86 0.99
Semilunas 1.00 1.00 0.78 1.00 0.74 0.62 0.97
Casquetes 1.00 1.00 0.51 0.71 0.56 0.50 0.98
Ruido 0.97 0.97 0.98 0.57 0.70 0.89 0.56
Achatados 0.99 0.99 0.97 0.57 0.62 0.76 0.99

Cuadro 1: Tabla de puntajes de Fowlkes y Mallows para las diferentes construcciones de datos y los algoritmos
de clustering evaluados en su mejor configuracién, dimensién 2.
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Dimensién 2 - Estimacion del nimero de clisters segin
cada algoritmo

Nimero de clusters estimados

Esp-Orig | Esp-Esferas | Hi- Ward | Hi- Simple | Hi- Comp | K-Medias | DBSCAN
Compactos|5] 5 5 4 4 4 4 5
Semilunas|2 2 2 8 2 8 8 2
Casquetes|2 2 2 8 2 6 8 2
Ruido([3] 3 3 3 3 6 3 1
Achatados|[3] 4 4 2 4 8 2 3

Cuadro 2: Tabla de calibracién del nimero de clusters y comparacién con el nimero verdadero de clusters para
los diferentes métodos a evaluar en dimensién 2.
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Dimension alta - Nubes de datos a considerar

Sea X = (X1, -+, Xs) ~N(0, l4xq) y sus propiedades relevantes:
@ Invarianza ante transformaciones ortogonales.
@ Descomposicion de varianza con base en el espectro de
transformaciones generales.
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Dimension alta - Nubes de datos a considerar

Sea X = (X1, -+, Xs) ~N(0, l4xq) y sus propiedades relevantes:

@ Invarianza ante transformaciones ortogonales.

@ Descomposicion de varianza con base en el espectro de

transformaciones generales.

Se construyd una transformacién Y = RX tal que RR' = Cov(Y) = C
y C fuese real valuada, definida positiva y simétrica. Se construyé C de
tal forma que fuese una transformacién que inducia gran varianza en la
direccién del vector 1 y poca varianza en las demas direcciones (de la base
de la descomposicion espectral). C = 10144 + lyxq donde la matriz

1 1oeeen.. 1
1 1 .

Laxa = e T
1 1

1..... 11
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Dimension alta - Nubes de datos a considerar

@ Con Y = RX ya construido la nube de datos a utilizar serad la nube Z
a partir de Y haciendo una particién aleatoria del niimero de datos en
un nimero de clusters dado (K) K < d:
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Dimension alta - Nubes de datos a considerar

@ Con Y = RX ya construido la nube de datos a utilizar serad la nube Z
a partir de Y haciendo una particién aleatoria del niimero de datos en
un nimero de clusters dado (K) K < d:

Yi=Yit+oy je{l,- K-1}

@ Donde § > 0y p; hace parte de los vectores propios obtenidos de la
descomposicién espectral de C y no es 1.

o La idea detras de esta nueva transformacion es dividir la muestra
completa en K submuestras de 7 datos tales que estas se vayan
alejando en direcciones ortogonales a la direcciéon de mayor varianza
(que es 1), por un factor de distancia 4.
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Introduccién Algoritmos clasicos de clustering
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Figura 7: Implementacién de la construccién de nubes de datos en dimensién

arbitraria para d = 2 y diferentes valores de 4.
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Dimensién 7- Fowlkes y Mallows

Esp-Orig | Esp-Esferas | Hi- Ward | Hi- Simple | Hi- Comp | K-Medias | DBSCAN
5 0.54 0.37 0.25 0.44 0.25 0.27 0.44
6 0.72 0.69 0.44 0.44 0.27 0.31 0.43
017 0.86 0.73 0.44 0.44 0.27 0.41 0.65
8 1.00 1.00 0.36 0.45 0.31 0.40 0.80
9 1.00 1.00 0.52 0.54 0.34 0.42 0.96

Cuadro 3: Tabla de puntajes de Fowlkes y Mallows para algoritmos evaluados en dimensién 7 y diferentes 4.
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Dimensién 7- Estimacion del nimero de clisters segtin
cada algoritmo

Esp-Orig | Esp-Esferas | Hi- Ward | Hi- Simple | Hi- Comp | K-Medias | DBSCAN
5 4 4 2 8 2 2 1
6 7 7 2 2 2
6|7 6 6 2 2 2 2 2
8 5 5 2 3 2 2 3
9 5 5 2 4 2 2 5

Cuadro 4: Tabla de calibracién del nimero de clusters y comparacién con el nimero verdadero de clusters
para los diferentes métodos a evaluar en dimensién 7.
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Dimensién 15- Fowlkes y Mallows

Esp-Orig | Esp-Esferas | Hi- Ward | Hi- Simple | Hi- Comp | K-Medias | DBSCAN
5 0.43 0.31 0.23 0.44 0.27 0.21 0.42
6 0.64 0.34 0.25 0.44 0.25 0.21 0.41
017 0.51 0.36 0.28 0.44 0.27 0.22 0.41
8 0.99 0.55 0.30 0.44 0.28 0.27 0.43
9 1.00 0.75 0.33 0.44 0.28 0.30 0.75

Cuadro 5: Tabla de puntajes de Fowlkes y Mallows para algoritmos evaluados en dimensién 15 y diferentes 4.
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Dimensién 15- Estimacion del nimero de clusters segiin
cada algoritmo

Esp-Orig | Esp-Esferas | Hi- Ward | Hi- Simple | Hi- Comp | K-Medias | DBSCAN
5 2 2 3 2 4 2 1
6 2 2 2 2 1
6|7 5 5 2 8 3 2 1
8 3 3 2 7 2 2 1
9 5 5 2 2 3 2 4

Cuadro 6: Tabla de calibracién del nimero de clusters y comparacién con el nimero verdadero de clusters
para los diferentes métodos a evaluar en dimensién 15.
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Resultados Generales - Conclusiones

@ En los procedimientos computacionales se puede ver que el algoritmo
de clustering espectral es consistentemente robusto en la clasificacién
de clisters y en la deteccién correcta del nimero de clusters.
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@ En los procedimientos computacionales se puede ver que el algoritmo
de clustering espectral es consistentemente robusto en la clasificacién
de clisters y en la deteccién correcta del nimero de clusters.

o El algoritmo de DBSCAN es aquel que mejor se comporta después
del algoritmo de clustering espectral.

@ Mediante las diversas construcciones salieron a la luz las desventajas
de los demas algoritmos.

@ A medida que la dimensién aumentd, hubo menor precisién por parte
de los algoritmos. Se comprobé que clisters méas separados benefician
al algoritmo de clustering espectral
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Conclusiones

@ La variacién de esferas de influcencia tuvo resultados similares hasta
dimensién 7, a partir de dimensién 15 ésta variacidén tuvo un peor
desempeiio que el de KNN.
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Conclusiones

@ La variacién de esferas de influcencia tuvo resultados similares hasta
dimensién 7, a partir de dimensién 15 ésta variacidén tuvo un peor
desempeiio que el de KNN.

e Esto puede ser explicado por el hecho de que la variacién construye
grafos con restricciones mas débiles entre datos que KNN.

o Nos lleva a conjeturar si puede ser el caso que a dimensiones més altas,
construcciones mas fuertes mejoren el desempefio a mayor distancia.
Un ejemplo podria ser el 1-MST [Prim, 1957].
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Recomendaciones

Considerar méas variaciones en la construccién de la matriz de pesos a
la hora de implementar el algoritmo de clustering espectral (Como el
MST, o el K-MST)

Implementar otros mecanismos de calibracién de clustering.

Realizar un anélisis de complejidad computacional.

Evaluar diferentes construcciones en dimensiones altas, como hiper
casquetes de esferas concéntricos, hiper elipsoides o hiper esferas.
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